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摘要:主要研究了芬斯勒度量的射影Ricci曲率.
 

首先,
 

在一个完备的芬斯勒流形上,
 

证明了关于芬斯勒度量的射

影Ricci曲率的一个比较定理.
 

其次,
 

刻画了两个共形相关的芬斯勒度量的射影Ricci曲率的关系.
 

在此基础上,
 

证

明了两个位似相关的芬斯勒度量的射影Ricci曲率是相等的.
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芬斯勒几何中的Ricci曲率是黎曼几何中Ricci曲率的自然推广,
 

它是芬斯勒几何中一类重要的黎曼几

何量.
 

Ricci曲率在射影几何中扮演着重要角色.
 

文献[1]给出了射影几何中关于Ricci曲率的比较定理.
 

在

芬斯勒几何中,
 

S 曲率是一类非常重要的非黎曼几何量,
 

与黎曼几何量有着密切的联系,
 

它是由文献[2-
3]在研究黎曼 芬斯勒几何中的体积比较定理时首次提出来的.

 

文献[2-3]证明了:
 

黎曼几何中的

Bishop-Gromov体积比较定理对具有零S 曲率的芬斯勒流形仍然成立;
 

S 曲率与Ricci曲率决定了在芬斯

勒流形中一个点邻近的小度量球的Busemann-Hausdroff
 

测度的局部行为.
 

文献[4-5]深刻地刻画了一类

重要的芬斯勒度量 ———(α,
 

β) 度量的S 曲率和Ricci曲率的性质.
 

文献[6]研究了具有迷向S 曲率的

Randers度量的Ricci曲率的性质.
 

以上研究表明:
 

S 曲率与Ricci曲率有着紧密的联系,
 

对芬斯勒度量的结

构有着非常深刻的影响.
 

因此,
 

一个自然的问题是:
 

如何利用S 曲率和Ricci曲率进一步深入研究芬斯勒度

量的性质和几何结构?
 

由此,
 

沈忠民自然地引入了芬斯勒度量的射影Ricci曲率,
 

其定义如下:

PRic=Ric+(n-1){S|mym +S2}

其中

S=
1

n+1
S

“|”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络(或Chern联络)的水平协变导数.
 

根据射影Ricci曲率的定义,
 

PRic可等价地表示为

PRic=Ric+
n-1
n+1

S|mym +
n-1
(n+1)2

S2

如果一个芬斯勒度量F的射影Ricci曲率等于0(PRic=0),
 

则称芬斯勒度量F是射影Ricci平坦的.
 

近年来,
 

关于芬斯勒度量的射影Ricci曲率相关问题的研究受到了几何学家的关注.
 

文献[7]刻画了两个射影等价的

芬斯勒度量的射影Ricci曲率的关系,
 

并证明了:
 

对于一个给定体积形式的芬斯勒流形,
 

芬斯勒度量的射影
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Ricci曲率是一个射影不变量.
 

文献[8]研究了射影Ricci平坦的Randers度量,
 

得到了相应的分类定理.
 

文

献[9]研究和刻画了射影Ricci平坦的Kropina度量.
芬斯勒共形几何是芬斯勒几何中的重要组成部分.

 

著名的 Weyl定理证明了芬斯勒度量的共形性质和

射影性质唯一地决定了这个度量的属性[10-11].
 

因此,
 

关于芬斯勒度量共形性质的研究一直受到几何学家的

极大关注.
 

对于n 维芬斯勒流形上的两个芬斯勒度量F 和F,
 

若流形M 上存在一个标量函数c(x),
 

使得

F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y)
则称度量的变换F →F 为共形变换,

 

或称F 和F 共形相关,
 

称c=c(x)为共形因子.
 

当c为常数时,
 

称

F 和F 位似相关.
 

一个自然的问题是:
 

在共形变换下,
 

芬斯勒度量中的一些重要几何量(如Cartan张量、
 

Ricci曲率、
 

Landsberg曲率、
 

S 曲率等)有什么变换规律?
 

文献[12]研究了芬斯勒度量的基本张量、
 

角度

量张量和Cartan张量在共形变换下的关系.
 

在此基础上,
 

文献[10]刻画了共形变换下的芬斯勒度量的一些

重要几何量(包括黎曼曲率、
 

Ricci曲率、
 

Landsberg曲率、
 

平均Landsberg曲率、
 

S 曲率等)的变换规律,
 

并讨论了在共形变换下这些几何量保持不变的充要条件.
 

文献[13]证明了:
 

保持非Randers型的(α,
 

β)度

量成为Douglas度量的属性不变的共形变换是位似的;
 

将具有迷向S 曲率的非黎曼(α,
 

β) 度量变换成为

另一具有迷向S 曲率的非黎曼(α,
 

β) 度量的共形变换是位似变换.
 

根据上述研究,
 

我们很自然地想到在

共形变换下,
 

围绕一些重要的芬斯勒度量的射影Ricci曲率展开研究,
 

刻画其射影Ricci曲率的关系与共形

不变性.
本文主要针对芬斯勒度量的射影Ricci曲率的相关问题进行了研究.

 

首先,
 

证明了关于芬斯勒度量的射

影Ricci曲率的一个比较定理.
 

其次,
 

讨论了两个共形相关的芬斯勒度量的射影Ricci曲率的变化规律.
 

并

在此基础之上,
 

证明了两个位似相关的芬斯勒度量的射影Ricci曲率是相等的.

1 预备知识

令F 是n维流形M 上的一个芬斯勒度量.
 

在局部坐标系(x,
 

y)下,
 

度量F 的测地线可以由下述二阶

微分方程组来刻画:

d2xi

dt2
+2Gi x,

 dxi

dt  =0
其中:

Gi(x,
 

y)=
1
4g

il [F2]
xkyly

k -[F2]
xl  

Gi(x,
 

λy)=λ2Gi(x,
 

y)   λ>0

gij(x,
 

y)=
1
2
[F2]

yiyj(x,
 

y)   (gij)=(gij)-1

Gi=Gi(x,
 

y)被称为F 的测地系数.
芬斯勒几何中的黎曼曲率是黎曼几何中的黎曼曲率的一个自然推广.

 

根据芬斯勒度量的测地系数,
 

我

们可以确定度量的黎曼曲率,
 

其定义为

Ry =Ri
k
∂
∂xi 􀱋dx

k

其中

Ri
k =2

∂Gi

∂xk -
∂2Gi

∂xm∂yky
m +2Gm ∂2Gi

∂ym∂yk -
∂Gi

∂ym
∂Gm

∂yk

进一步地,
 

黎曼曲率的迹

Ric=Rm
m

被称为芬斯勒度量的Ricci曲率.
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定义芬斯勒流形(M,
 

F)上的Busemann-Hausdorff体积形式为

dVF =σF(x)dx1 ∧dx2 ∧ … ∧dxn

其中

σF(x)=
Vol(Bn(1))

Voly∈Rn|F(x,
 

y)<1  
这里Vol{·}表示Rn 上的欧氏体积函数.

 

从而,
 

芬斯勒度量F 的S 曲率定义为

S(x,
 

y)=
∂Gm

∂ym -ym∂(ln
 

σF)

∂xm

显然,
 

S(x,
 

y)关于y 是一阶正齐次的,
 

即

S(x,
 

λy)=λS(x,
 

y)   λ>0
  Cartan张量C 是定义在π*TM 上的三阶对称张量:

C=Cijk(x,
 

y)dxi 􀱋dxj 􀱋dxk

Cijk(x,
 

y)=
1
4
[F2]

yiyjyk =
1
2
∂gij

∂yk

它的平均值I=Ik(x,
 

y)dxk 称为平均Cartan张量,
 

其中

Ik(x,
 

y)=gijCijk(x,
 

y)   (gij)=(gij)-1

此外,
 

Cartan张量C 和平均Cartan张量I关于y 是负一阶正齐次的,
 

即:

Cλy =λ-1Cy   Iλy =λ-1Iy   λ>0
  对于任意一个y∈TPM(y≠0),

 

Landsberg曲率的定义为

Ly =Lijk(x,
 

y)dxi 􀱋dxj 􀱋dxk

其中

Lijk(x,
 

y)=-
1
2y

mgml
∂3Gl

∂yi∂yj∂yk

进一步地,
 

Landsberg曲率系数还可表示为

Lijk(x,
 

y)=-
1
2gij|k =Cijk|mym

其中,
 

“|”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络的水平协变导数[14].
 

进而,
 

平均Landsberg曲率

Jy =Ji(x,
 

y)dxi:
 

TpM →R
有如下定义:

Ji(x,
 

y)=gijLijk =Ii|kyk

  定义1 设F 和F 是n 维芬斯勒流形上的芬斯勒度量,
 

若流形M 上存在一个标量函数c(x),
 

使得

F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y)
则称度量的变换F →F 为共形变换,

 

或称F 和F 共形相关,
 

称c=c(x)为共形因子.
 

特别地,
 

若c为常

数,
 

则称度量的变换F →F 为位似变换,
 

或称F 和F 位似相关.
根据定义1,

 

容易得到芬斯勒度量的基本张量、
 

角度量张量和Cartan张量等在共形变换下的基本关系.
引理1[12] 设F 和F 是n维芬斯勒流形上的芬斯勒度量,

 

若流形M 上存在一个标量函数c(x),
 

使得

F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y),
 

则:
(a) gij(x,

 

y)=e2c(x)gij(x,
 

y),
 

gij(x,
 

y)=e-2c(x)gij(x,
 

y),
 

其中(gij)=(gij)-1;

(b) hij(x,
 

y)=e2c(x)hij(x,
 

y),
 

这里hij =gij -FyiFyj 称为F 的角度量张量;

(c) yk =e2c(x)yk;

(d) Cijk(x,
 

y)=e2c(x)Cijk(x,
 

y);
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(e) Cj
ik(x,

 

y)=Cj
ik(x,

 

y),
 

Ik(x,
 

y)=Ik(x,
 

y),
 

其中Cj
ik =gjlClik,

 

Ik =gijCijk.
由引理1(e)可知,

 

Cj
ik 和平均Cartan张量I=Ik(x,

 

y)dxk 是共形不变量.

2 射影Ricci曲率的比较定理

定理1 设(M,
 

F)是完备的芬斯勒流形.
 

若F 满足PRic≥Ric,
 

则S=0.
证  设(M,

 

F)是完备的芬斯勒流形.
 

根据射影Ricci曲率的定义,
 

可知

PRic=Ric+
n-1
n+1

S|mym +
n-1
(n+1)2

S2 (1)

其中,
 

“|”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络的水平协变导数.
对于任意x ∈M 和任意固定的y∈TxM\{0},

 

令c=c(t)为满足c(0)=x,
 

c
·(0)=y 的度量F 的测

地线.
 

定义

S(t)=S(c(t),
 

c
·(t))   -∞ <t<+∞

则

S'(t)=S|m(c(t),
 

c
·(t))c

·m(t)
若PRic≥Ric,

 

则由(1)式得

S|mym +
1

n+1
S2=

n+1
n-1

(PRic-Ric)≥0

即S(t)满足

S'(t)+
1

n+1
S2(t)≥0 (2)

令

S0(t)=
S(x,

 

y)
(n+1)+tS(x,

 

y)
容易得到

S0(0)=
S(x,

 

y)
n+1

且

S0'(t)=-
S2(x,

 

y)
(n+1)+tS(x,

 

y)  2

由此可得,
 

S0(t)满足

S0'(t)+S20(t)=0 (3)

进一步,
 

定义

f(t)=exp∫
t

0

S(s)
n+1+S0(s)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds  S(t)
n+1-S0(t)  

并关于t求导,
 

结合(2)式和(3)式,
 

可得

f'(t)=exp∫
t

0

S(s)
n+1+S0(s)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds  1
n+1

S'(t)+
1

n+1
S2(t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 - S0'(t)+S20(t)    ≥0
注意到

f(0)=
S(x,

 

y)
n+1 -S0(0)=0

因此,
 

根据f(0)=0,
 

有

f(t)≥0   t≥0
且
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f(t)≤0   t≤0
根据f(t)的定义,

 

可以得到S(t)与S0(t)的关系,
 

即

S(t)≥ (n+1)S0(t)   t≥0
且

S(t)≤ (n+1)S0(t)   t≤0

现假设S(x,
 

y)≠0,
 

并令t0=-
n+1

S(x,
 

y)
.

 

则:

􀃠
 

若S(x,
 

y)>0,
 

则t0 <0,
 

且

S(c(t0),
 

c
·
(t0))≤ (n+1)lim

t→t-
0

 

S0(t)=-∞

由S 曲率在流形M 上的光滑性及S(c(t),
 

c
·(t))在(-∞,

 

+∞)上的连续性,
 

可知上述结论是不可能的.

􀃡
 

若S(x,
 

y)<0,
 

则t0 >0,
 

且

S(c(t0),
 

c
·
(t0))≥ (n+1)lim

t→t+
0

 

S0(t)=+∞

同理,
 

由S 曲率在流形M 上的光滑性及S(c(t),
 

c
·(t))在(-∞,

 

+∞)上的连续性,
 

可知上述结论是不可

能的.
 

从而,
 

我们可以断定S(x,
 

y)=0.
 

根据x,y 的任意性,
 

可得S 曲率恒为0.
需要说明的是:

 

定理1中关于芬斯勒流形是完备的条件不能去掉,
 

否则结论不成立.
例1[14] 令F 是定义在一个强凸区域Ω⊂Rn 上的Funk度量,

 

即F 满足Fxk =FFyk .
 

我们知道,
 

Funk
度量F 是正完备但非完备的芬斯勒度量,

 

且F 具有常数旗曲率和常S 曲率,
 

即

K=-
1
4   S

(x,
 

y)=
n+1
2 F >0 (4)

由此可得,
 

度量F 的Ricci曲率为

Ric=(n-1)KF2=-
(n-1)
4 F2 <0 (5)

由(4)式,
 

还可得到

S|m =
(n+1)
2 F|m =0 (6)

将(4)-(6)式代入(1)式,
 

可得

PRic=Ric+
n-1
(n+1)2

S2 >Ric

但在此情形下,
 

由(4)式可见度量F 的S 曲率为

S(x,
 

y)=
n+1
2 F >0(≠0)

综上可知,
 

对于Funk度量,
 

满足PRic>Ric,
 

但S≠0.

3 射影Ricci曲率在共形变换下的变化规律

设F 与F 是n 维芬斯勒流形上的两个芬斯勒度量,
 

则F 与F 的测地系数Gi 和Gi 有如下关系

Gi=Gi+
F kyk

2F
yi+

F
2g

il F|k·lyk -F l  (7)

其中,
 

“|”表示F 关于F 的水平协变导数.
 

若F 与F 是两个共形相关的芬斯勒度量,
 

即

F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y)

则:
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F k=ec
(x)ckF   F|k·l =ec(x)ckFyl

(8)

根据引理1,
 

有

gil(x,
 

y)=e-2c(x)gil(x,
 

y) (9)

将(8),(9)式代入(7)式,
 

可得到

Gi=Gi+(ckyk)yi-
F2

2c
i=Gi+Pyi-Qi (10)

其中P=ckyk,
 

Qi=
F2

2c
i,

 

ci=gilcl.
 

对(10)式两边关于yj 求导,
 

可以得到

Gi
j =Gi

j +Pjyi+Pδi
j -Qi

j (11)

其中:

Gi
j =
∂Gi

∂yj   Pj =
∂P
∂yj

Qi
j =
∂Qi

∂yj =yjci-F2crCi
jr (12)

进一步,
 

根据文献[1]对两个共形相关的芬斯勒度量的曲率性质的研究,
 

我们可以知道,
 

F 和F 的Ricci曲

率、
 

S 曲率满足如下关系:

Ric(y)=Ric(y)+(n-2)(P2-P ryr -F2‖ �c‖2F)-2F2(crJr)-F2gijci|j -

F2(CrIr)|0-2PF2(crIr)+2F4IrcjckCr
jk -F4cjckIj·k -F4cjckCs

jrCr
ks (13)

S(x,
 

y)=S(x,
 

y)+F2crIr (14)

这里‖ �c‖2F =cici=gijcicj,
 

“|”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络的水平协变导数.
根据射影Ricci曲率的定义,

 

我们可以得到下面定理:

定理2 设F 和F 是流形M 上两个共形相关的芬斯勒度量,
 

即F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y).
 

则F 和F 的

射影Ricci曲率满足

PRic=PRic+ 2IrCr
jk -Cs

jrCr
ks-

2
n+1

Ij·k +
n-1
(n+1)2

IjIk  cjckF4+

2(n-1)
(n+1)2

(crIr)S+
n-1
n+1

clSyl -
2

n+1
(crIr)|0-(n-2)‖ �c‖2F -2crJr -2P(crIr)-gijci|j  F2+

(n-2)(P2-P ryr)-
2(n-1)
n+1

PS (15)

其中,
 

P=c0=ckyk,
 

PRic和PRic分别表示F 和F 的射影Ricci曲率,
 

标量函数c=c(x)是共形因子,
 

“|”

表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络的水平协变导数.
证  设F 和F 是流形M 上两个共形相关的芬斯勒度量,

 

即

F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y) (16)

F 和F 的射影Ricci曲率分别为:

PRic=Ric+
n-1
n+1

S;mym +
n-1
(n+1)2

S2 (17)

PRic=Ric+
n-1
n+1

S|mym +
n-1
(n+1)2

S2 (18)

其中,
 

“;”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald联络的水平协变导数,
 

“|”表示关于芬斯勒度量F 的Berwald
联络的水平协变导数,

 

S和S分别表示F 和F 的S 曲率.
由(14)式,

 

我们可以得到

S;mym =(S+F2crIr);mym =
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S;mym +crIr(F2);mym +F2Ircr
;mym +F2crIr;mym (19)

根据(10)式,
 

并利用测地系数Gi 和S 曲率S的齐次性,
 

可得

S;mym =ym ∂S
∂xm -Gl

mym ∂S
∂yl =

S|mym -2(Pyl -Ql)Syl =

S|mym -2PS+F2clSyl
(20)

类似地,
 

由(11),(12)式,
 

我们可以得到

cr
;mym =ym ∂cr

∂xm +ctGr
tmym =

cr
|mym +ct(Ptyr +Pδr

t -Qr
t)=

cr
|mym +Ptctyr +F2ctcpCr

tp (21)

由(10)-(12)式,
 

结合测地系数Gi 和平均Cartan张量I的齐次性,
 

可得

Ir;mym =ym ∂Ir

∂xm -Gl
mym∂Ir

∂yl -ItGt
rmym =

Ir|mym -2(Pyl -Ql)Ir·l -It(Pryt+Pδt
r -Qt

r)=

Ir|mym +PIr +F2clIr·l +Itctyr -F2ItcpCt
rp (22)

根据(16)式可知

(F2);mym =(e-2c(x)F2);mym =-2e-2c(x)F2P=-2PF2 (23)

将(20)-(23)式代入(19)式,
 

我们可以得到

S;mym =S|mym +crIr(F2)|mym +F2Ircr
|mym +F2crIr|mym =

S|mym -2PS+F2clSyl +F2(IrCr)|0+F4crclIr·l (24)

将(13),(14)式和(24)式代入(17)式,
 

经整理可得(15)式成立.
特别地,

 

根据定理2,
 

我们得到下面的结论:

推论1 设F 和F 是流形M 上的两个共形相关的芬斯勒度量,
 

即F(x,
 

y)=ec(x)F(x,
 

y).
 

若c为常

数,
 

则PRic=PRic.
推论1表明:

 

若两个芬斯勒度量是位似相关的,
 

则度量的射影Ricci曲率是保持不变的.
本文所得到的结论对于进一步探讨芬斯勒度量的射影Ricci曲率的性质,

 

以及深入揭示射影Ricci曲率

对芬斯勒度量的几何结构和性质的影响有着重要意义.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

study
 

the
 

projective
 

Ricci
 

curvature
 

in
 

Finsler
 

geometry.
 

First,
 

we
 

obtain
 

that
 

a
 

comparison
 

theorem
 

on
 

the
 

projective
 

Ricci
 

curvature
 

on
 

a
 

complete
 

Finsler
 

manifold.
 

Then,
 

we
 

charac-
terize

 

the
 

relations
 

between
 

two
 

projective
 

Ricci
 

curvatures
 

for
 

two
 

conformally
 

related
 

Finsler
 

metrics
 

on
 

a
 

manifold.
 

On
 

this
 

basis,
 

we
 

prove
 

that
 

if
 

two
 

Finsler
 

metrics
 

are
 

homothetically
 

related,
 

then
 

their
 

projec-
tive

 

Ricci
 

curvatures
 

are
 

equal.
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Finsler
 

metric;
 

projective
 

Ricci
 

curvature;
 

Ricci
 

curvature;
 

S-curvature;
 

conformally
 

related
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