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非局部非线性Schrödinger方程组解的渐近行为①
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摘要:研究了临界带有非局部非线性项的Schrödinger方程组解的渐近行为,
 

通过对方程组解的衰减估计证明其渐

近自由解的非存在性.
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本文我们研究如下带非局部项的非线性Schrödinger方程组:

i􀆟tw1+
1
2m1

Δw1+γ1w1∫
x

-∞
|w1|2ds=α1|w1|2w1+β1w2

1w2 (t,
 

x)∈R×R

i􀆟tw2+
1
2m2

Δw2+γ2w2∫
x
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|w2|2ds=α2|w2|2w2+β2w3

1 (t,
 

x)∈R×R
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x)=ψ2(x) x∈R
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其中:
 

mj 为粒子的质量;
 

βj 是耗散参数;
 

αj,γj,βj ∈C;
 

j=1,2;
 

wj 为未知复值函数.
Schrödinger方程在非线性光学、

 

激光、
 

孤波的传播中有重要应用.
 

文献[1]研究了方程组(1)在没有非

局部项的情况下其渐近自由解的非存在性.
 

文献[2]证明了Schrödinger方程在能量空间H1(R),L2(R)中
Cauchy问题的适定性.

 

文献[3]证明了一类非线性Schrödinger方程存在正解以及解的聚集性,
 

同时给出了

解的衰减性估计.
 

文献[4]研究了带有非线性项|u|pu的高阶非线性Schrödinger方程的Cauchy问题.
 

对

于Schrödinger方程的其他相关研究,
 

可以参考文献[5-7].
 

本文的主要目的是在文献[1]的基础上进一步

证明方程组(1)的渐近自由解的非存在性.
首先定义f 的Fourier变换如下:

F[f](x)=
1
2π∫R

e-iζ·xf(ζ)dζ   x∈R

对m,s∈R,
 

Sobolev空间 Hm,s(R)满足

Hm,s(R)={f∈L2(R):
 

‖(1+|x|2)
1
2(1-Δ)

m
2f‖L2 < ∞}

用C 表示不同的正常数.
 

由方程组(1)可以得到相应的自由Schrödinger方程组

i􀆟tu1+
1
2m1

Δu1+γ1u1∫
x

-∞
|u1|2ds=0

i􀆟tu2+
1
2m2

Δu2+γ2u2∫
x

-∞
|u2|2ds=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中uj(0,
 

x)=ϕj(x)(j=1,2).
 

若存在方程组(2)的L2 自由解(u1,
 

u2),
 

使得
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lim
t→±∞

 

(‖w1-u1‖L2 +‖w2-u2‖L2
)=0

则称方程组(1)的解(w1,
 

w2)是渐近自由的.
将方程组(1)的各方程两边分别乘以w1 和w2,

 

取虚部,
 

在R上积分可得

d
dt
(‖w1‖

2
L2 +‖w2‖

2
L2
)=2Im

 

(α1‖w1‖
4
L4 +α2‖w2‖

4
L4
)+2Im

 

β1∫R
w3
1w2dx+β2∫R

w3
1w2dx  -

2Im
 

∫R
γ1|w1|2∫

x

-∞
|w1|2dsdx+∫R

γ2|w2|2∫
x

-∞
|w2|2dsdx  (3)

假设Im
 

αj ≤0,
 

Im
 

γj ≥0,
 

j=1,2且β1=β2,
 

则有d
dt
(‖w1‖

2
L2 +‖w2‖

2
L2
)≤0(见文献[8-9]).

 

应

用文献[10]中的方法,
 

容易得到方程组(1)的Cauchy问题解的存在性和解的L∞ 时间衰减估计,
 

即下面的

引理1:

引理1 设Im
 

αj ≤0,
 

Im
 

γj ≥0,
 

3m1= m2,
 

ψj(x)∈H1,1(R),
 

j=1,2,
 

β1=β2.
 

假设对某个

ε>0,
 

有 ‖ψ1(x)‖H1,1+‖ψ2(x)‖H1,1 <ε,
 

则存在方程组(1)的解w= (wj)j=1,2,
 

使得w∈C([0,
 

∞];
 

H1,1(R)),
 

且 ‖w‖L∞ ≤C(1+t)
-
1
2.

引理2[11] 设(u1,
 

u2)为方程组(2)的光滑解.
 

若ϕj∈L1(R)∩L2(R)(j=1,2),
 

且2≤q≤∞,
 

则:

􀃠
 

存在正常数Cj,
 

使得 ‖uj‖Lq ≥Cjt
- 1

2-
1
q  (∀t≥T0);

􀃡
 

存在常数cj,
 

使得 ‖uj‖Lq ≤cjt
- 1

2-
1
q  (∀t≥0).

本文的主要结果如下:

定理1 设3m1=m2,
 

Re
 

αj>0,
 

Im
 

αj≤0,
 

Im
 

γj≥0,
 

j=1,2且β1=β2.
 

若方程组(1)的解w ∈

C([0,
 

∞);
 

H1,1(R))满足衰减估计 ‖w‖L∞ ≤C(1+t)
-
1
2,

 

则不存在方程组(2)的自由解(u1,
 

u2),
 

使得

ϕ=(ϕ1(x),
 

ϕ2(x))≠ (0,
 

0)   ϕ∈H1,1(R)
且

lim
t→∞

 

(‖w1(t)-u1(t)‖L2 +‖w2(t)-u2(t)‖L2
)=0

  证  假设存在方程组(2)的解(u1,
 

u2),
 

使得

lim
t→∞

 

(‖w1-u1‖L2 +‖w2-u2‖L2
)=0 (4)

将方程组(1)的各方程两边分别乘以u1 和u2,
 

取实部,
 

在R上积分可得:

Im
 

∫R
􀆟tw1·u1dx=-

1
2m1

Re
 

∫R
Δw1·u1dx-Re

 

∫R
u1γ1w1∫

x

-∞
|w1|2dsdx+

Re
 

∫R
α1|w1|2w1·u1dx+Re

 

∫R
β1|w1|2w2·u1dx (5)

Im
 

∫R
􀆟tw2·u2dx=-

1
2m2

Re
 

∫R
Δw2·u2dx-Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|w2|2dsdx+

Re
 

∫R
α2|w2|2w2·u2dx+Re

 

∫R
β2w3

1·u2dx (6)

将方程组(2)的各方程两边分别乘以w1 和w2,
 

取实部,
 

在R上积分可得:

Im
 

∫R
􀆟tu1·w1dx=

1
2m1

Re
 

∫R
Δw1·u1dx+Re

 

∫R
γ1u1w1∫

x

-∞
|u1|2dsdx (7)

Im
 

∫R
􀆟tu2·w2dx=

1
2m2

Re
 

∫R
Δw2·u2dx+Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|u2|2dsdx (8)

由(5)-(8)式可得

Im
 

∫R
(􀆟tw1·u1+􀆟tw2·u2+􀆟tu1·w1+􀆟tu2·w2)dx=

Re
 

∫R
(α1|w1|2w1·u1+β1|w1|2w2·u1+α2|w2|2w2·u2+β2w3

1·u2)dx-
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Re
 

∫R
u1γ1w1∫

x

-∞
|w1|2dsdx-Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|w2|2dsdx+

Re
 

∫R
γ1u1w1∫

x

-∞
|u1|2dsdx+Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|u2|2dsdx=

Re
 

∫R
(α1|u1|4+α2|u2|4)dx+Re

 

∫R
(α1|w1|2w1·u1-α1|u1|4)dx+

Re
 

∫R
(α2|w2|2w2·u2-α2|u2|4)dx+Re

 

∫R
(β1|w1|2w2·u1+β2w3

1·u2)dx-

Re
 

∫R
u1γ1w1∫

x

-∞
|w1|2ds  dx-Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|w2|2ds  dx+

Re
 

∫R
γ1u1w1∫

x

-∞
|u1|2ds  dx+Re

 

∫R
γ2u2w2∫

x

-∞
|u2|2ds  dx=

Φ1+Φ2+Φ3+Φ4+Φ5+Φ6+Φ7+Φ8 (9)
下面估计方程(9)右边的各项.

 

首先由Re
 

αj >0(j=1,2)及引理2可知Φ1 ≥Ct-1.
 

其次考虑Φ2.
 

因为

Φ2 ≤∫R
(|α1||u1||w1|3-|α1||u1|4)dx≤∫R

(|α1||u1||w1|3)dx≤

‖u1‖Lq·|α1|‖w1‖
3

L
3q

q-1
≤
1
2‖u1‖

2
Lq +

1
2|α1|2‖w1‖

6

L
3q

q-1
   q≥2 (10)

下面给出(10)式右边两项的估计.
 

由不等式 ‖uj‖Lq ≤cjt
- 1

2-
1
q  (2≤q≤ ∞,

 

j=1,2)可得

1
2‖u1‖

2
Lq ≤c21t

-q-2
q

由于

lim
t→0

 

c1t
-q-2

q

t-1 =0

因此

lim
t→0

 

1
2‖u1‖

2
Lq

t-1 =0 (11)

又由Sobolev嵌入L∞ ⤿L
3q

q-1 及引理1可知

‖w1‖
6

L
3q

q-1
≤C‖w1‖

6
L∞ ≤C(1+t)-3   q≥2

由于

lim
t→0

 

C(1+t)-3

t-1 =lim
t→0

 

t
C(1+t)3

=0

因此

lim
t→0

 

1
2|α1|

3‖w1‖
6

L
3q

q-1

t-1 =0   q≥2 (12)

由(11)-(12)式可知,
 

当t→0时有Φ2=o(t-1).
 

同理可知,
 

方程(9)右边第3项、
 

第4项,
 

当t→0时有

Φ3=o(t-1),
 

Φ4=o(t-1).
下面考虑方程(9)右边第5项:

Φ5 ≤|γ1|∫R
|w1|2dx·∫R

|u1||w1|dx≤|γ1|‖w1‖
3
L2‖u1‖L2

重复(10)-(12)式的过程可知,
 

Φ5=o(t-1).
 

同理有Φ6=o(t-1),
 

Φ7=o(t-1),
 

Φ8=o(t-1).
 

综上所述,
 

当

t≥T(假设T ≥1)
 

时有

d
dtφ
(t)=Im

 

∫R
(􀆟tw1·u1+􀆟tw2·u2+􀆟tu1·w1+􀆟tu2·w2)dx≥Ct-1 (13)

其中
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等:
 

非局部非线性Schrödinger方程组解的渐近行为



φ(t)=Im
 

∫R
(u1w1+u2w2)dx

将(13)式两边同时关于t积分,
 

可得

φ(10T)-φ(T)≥C∫
10T

T
t-1dt=Cln

 

10>0 (14)

此外,
 

由φ(t)的定义可知

φ(t)=Im
 

∫R
(u1(w1-u1)+u2(w2-u2))dx

利用Schwartz不等式,
 

有

|φ(t)|≤ ‖u1‖L2‖w1-u1‖L2 +‖u2‖L2‖w2-u2‖L2

由假设可得lim
t→∞

 |φ(t)|=0,
 

这与(14)式矛盾,
 

故定理1得证.
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Abstract:
 

This
 

paper
 

studies
 

the
 

asymptotic
 

behavior
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

the
 

critical
 

Schrödinger
 

equations
 

with
 

nonlocal
 

nonlinear
 

terms,
 

and
 

prove
 

the
 

nonexistence
 

of
 

the
 

asymptotic
 

free
 

solutions
 

for
 

this
 

system
 

by
 

decay
 

estimates
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

the
 

equations.
Key

 

words:
 

Schrödinger
 

equations;
 

time
 

decay
 

estimate;
 

asymptotic
 

free
 

solution

责任编辑 廖 坤    
     崔玉洁    

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第41卷


