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一类带有周期位势的分数阶耦合系统的正基态解①
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摘要:运用Ekeland变分原理研究了一类带有不同周期位势的分数阶耦合系统非平凡解的存在性.
 

证明了该系统

存在的非平凡解可以是一个正基态解,
 

该结果将一般的Schrödinger耦合系统推广到带有多个不同周期函数的分数

阶耦合系统的情形.
关 键 词:分数阶耦合系统;

 

Ekeland变分原理;
 

正基态解

中图分类号:O176.3    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2019)02 0064 06

考虑下面的分数阶耦合系统:

(-Δ)su+V1(x)u=λ1(x)
 

up-1+βv
p
2u

p
2-1

x∈RN

(-Δ)sv+V2(x)v=λ2(x)
 

vp-1+βu
p
2v

p
2-1

x∈RN

u,v>0 x∈RN

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中:
 

s∈ (0,
 

1),
 

2s<N;
 

(-Δ)s 为分数阶Laplace算子,
 

且p∈(2,
 

2*s ),
 

2*s =
2N

N -2s
;

 

对于i=1,2,
 

Vi(x),λi(x)为正的有界连续函数;
 

β>0为耦合常数.
 

这类系统广泛地出现在非线性光学、
 

材料学和凝聚

理论等领域中.
 

当s=1,
 

β=0时,
 

系统(1)便退化成两个一般的Schrödinger方程,
 

这类问题已经被广泛研

究(参见文献[1-3]等).
 

当s=1,
 

p=4,
 

Vi(x)和λi(x)为不同的正常数时,
 

系统(1)便转化为一般的非

线性Schrödinger耦合系统,
 

其非平凡正解的存在性结果已经有很多了(参见文献[4-7]等),
 

特别是在文

献[6-7]中,
 

作者证明了对于一些常数β2>β1>0,
 

当β1>β>0或β>β2 时,
 

该Schrödinger系统存

在非平凡正解.
 

当β=0时,
 

在不同的假设条件下,
 

对于系统(1)中单个方程的非平凡解的存在性也被考虑

(参见文献[8-11]等).
 

近年来,
 

文献[12]考虑了下面的耦合系统:

(-Δ)su+u=(|u|2p +b|u|p-1|v|p+1)u x∈RN

(-Δ)sv+ω2sv=(|v|2p +b|v|p-1|u|p+1)v x∈RN (2)

在一定条件下,
 

证明了系统(2)具有一系列低能量解的存在性结果.
 

受文献[9-10,12]的启发,
 

本文利用

(Ce)条件替代(PS)条件的山路定理、
 

Nehari流形方法和集中紧性原理来研究系统(1)正基态解的存在性,
 

主要困难在于解决缺失紧性和排除半平凡解(u,
 

0)和(0,
 

v).
 

本文明显对文献[12]做了一定的推广,
 

考虑

带有多个不同周期函数的分数阶耦合系统正基态解的存在性,
 

现陈述主要结果如下:
定理1 假设下列条件成立:
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(H1)
 

2s<N,
 

s
 

∈ (0,
 

1),
 

p∈ (2,
 

2*s ),
 

2*s =
2N

N -2s
,

 

且β>0;

(H2)
 

Vi(x),λi(x)
 

∈C(RN,
 

R)∩L∞(RN)在每个x1,x2,…,xN 上是1 周期函数;
(H3)

 

存在常数Vi,λi >0,
 

使得Vi(x)≥Vi,
 

λi(x)≥λi(∀x ∈RN),
 

且0<λ*
i =sup

x∈RN
 
λi(x).

则存在β* >0,
 

使得当β∈ (β*,
 

+∞)时,
 

系统(1)有正基态解(u,
 

v).
注1 条件(H1)为引理4的证明提供了重要保证,

 

当β>0充分大时,
 

系统(1)没有半平凡解.
为了方便,

 

记C 为不同的正常数,
 

Lq(RN)和L∞(RN)中的范数分别记为 ‖·‖q 和 ‖·‖∞,
 

on(1)
表示当n→+∞ 时的无穷小量,

 

Br(x)表示一个球心在x ∈RN 且半径为r>0的开球.

1 预备知识

首先,
 

回顾一下有关分数阶Laplace算子的基本概念.
对于s∈ (0,

 

1),
 

ζ=(ζ1,
 

ζ2,
 

…,
 

ζN),
 

分数阶Laplace算子的可测函数u:
 

RN →R定义为

(-Δ)su(x)=-
1
2C
(N,

 

s)∫RN

u(x+y)+u(x-y)-2u(x)
|y|1+2s

dy

其中

C(N,
 

s)=∫RN

1-cos(ζ1)

|ζ|N+2s dζ  
-1

记 Hs(RN)={u∈L2(RN):
 

[u]s <+∞}为关于下面范数的分数阶Sobolev空间:

‖u‖s = [u]2s +∫RN
u2dx  

1
2

   [u]s =∫RN∫RN

|u(x)-v(y)|2

|x-y|N+2s dxdy  
1
2

其中[u]s 为关于函数u 的Gagliardo半范数.
 

同时,
 

对 ∀u∈Hs(RN),
 

有

‖(-Δ)
s
2u‖22=

C(N,
 

s)
2 ∫RN∫RN

|u(x)-v(y)|2

|x-y|N+2s dxdy

  为简单起见,
 

本文将忽略归一化常数,
 

用Ei 表示的分数阶Sobolev空间的内积定义如下:

(u,
 

v)Ei
=∫RN

(-Δ)
s
2u

 

(-Δ)
s
2vdx+∫RN

Vi(x)uvdx

相应的范数为 ‖u‖Ei

2=(u,
 

u)Ei
,

 

且Ei 连续地嵌入到Lp(RN)中,
 

p
 

∈ [2,
 

2*s ].
 

记E=E1×E2,
 

对

∀(u,
 

v)∈E,
 

有

‖(u,
 

v)‖2E =‖u‖2E1 +‖v‖2E2
此外,

 

记E* 为E 的对偶空间.
为了考虑系统(1)的正基态解,

 

在E 上定义如下能量泛函:

Φ(u,
 

v)=
1
2‖

(u,
 

v)‖2E -
1
p∫RN

(λ1(x)|u|p +λ2(x)|v|p)dx-
2β
p∫RN

|u|
p
2|v|

p
2dx (3)

易知,
 

系统(1)的解与泛函Φ ∈C2(E,
 

R)的临界点一一对应.
类似于文献[13-14],

 

定义与Φ 相对应的Nehari流形如下:

N= {(u,
 

v)∈E\{(0,
 

0)}:
 

Φ'(u,
 

v)(u,
 

v)=0}=

(u,
 

v)∈E\{(0,
 

0)}:
 

‖(u,
 

v)‖2E =∫RN
(λ1(x)|u|p +λ2(x)|v|p)dx+2β∫RN

|u|
p
2|v|

p
2dx  (4)

并且在N上,
 

定义

c=inf
(u,

 

v)∈N
 
Φ(u,

 

v) (5)

2 主要结果的证明

为了证明定理1,
 

本节给出一些主要的引理.
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引理1 假设条件(H1)-(H3)成立,
 

则对 ∀z= (u,
 

v)∈E\{(0,
 

0)},
 

存在唯一的tz >0,
 

使

得tzz∈N.
证  对每个固定的z=(u,

 

v)∈E\{(0,
 

0)},
 

定义φ(t)=Φ(tz)(t∈[0,
 

+∞)),
 

则由φ'(t)=0知

tz
 

∈N,
 

那么

‖(u,
 

v)‖2E =tp-2∫RN
(λ1(x)|u|p +λ2(x)|v|p)dx+2βtp-2∫RN

|u|
p
2|v|

p
2dx (6)

其中t
 

∈ (0,
 

+∞).
 

由条件(H1)-(H3)知φ(0)=0.
 

当t>0充分小时,
 

φ(t)>0;
 

当t>0充分大时,
 

φ(t)<0.
 

且(6)式右端是一个关于t的严格增函数.
 

则易知存在唯一的tz >0,
 

使得φ(tz)=max
t≥0

 φ(t)且

φ'(tz)=0,
 

也即是Φ(tzz)=max
t≥0

 
Φ(tz)且tzz∈N.

  注2 在(H1)-(H3)成立的条件下,
 

对 ∀(u,
 

v)∈N,
 

不难得到下列关系式成立:

Φ(tu,
 

tv)≤Φ(u,
 

v)   ∀t∈ [0,
 

+∞)

c=inf
(u,

 

v)∈N
 
Φ(u,

 

v)>0

  引理2(山路几何结构) 假设条件(H1)-(H3)成立,
 

容易验证泛函Φ 满足下列条件:

􀃠
 

存在常数ρ0,α>0,
 

如果 ‖(u,
 

v)‖E =ρ0,
 

则Φ(u,
 

v)≥α;

􀃡
 

存在(u0,
 

v0)∈E,
 

使得 ‖(u0,
 

v0)‖E >ρ0 且Φ(u0,
 

v0
 )<0.

在Φ 满足引理2的条件下,
 

由文献[15]知,
 

存在一个(Ce)c' 序列{(un,
 

vn)}⊂E,
 

使得:

Φ(un,
 

vn)→c'=inf
γ∈Γ

 max
t∈[0,

 

1]
 Φ(γ(t))

(1+‖(un,
 

vn)‖E)‖Φ'(un,
 

vn)‖E* →0
其中

Γ={γ∈C([0,
 

1],
 

E):
 

γ(0)=(0,
 

0),
 

Φ(γ(1))<0}
类似于文献[14]中引理2.4的证明,

 

有

c'= inf
(u,

 

v)∈E\{(0,
 

0)}
 
max
t≥0

 
Φ(tu,

 

tv)=c

  引理3 假设条件(H1)-(H3)成立,
 

如果对任意的(Ce)c 序列{(un,
 

vn)}⊂E,
 

满足:

Φ(un,
 

vn)→c   (1+‖(un,
 

vn)‖E)‖Φ'(un,
 

vn)‖E* →0 (7)

则序列{(un,
 

vn)}在E 中有界.
证  设 ∀{(un,

 

vn)}⊂E 且满足(7)式,
 

那么

c+on(1)=Φ(un,
 

vn)-
1
p
Φ'(un,

 

vn)(un,
 

vn)=

1
2-

1
p  ‖(un,

 

vn)‖
2
E

即知{(un,
 

vn)}是有界的.
引理4 假设条件(H1)-(H3)成立,

 

如果(u,
 

v)是系统(1)的正基态解,
 

且存在正常数β* >0,
 

使

得β>β* 时有u,v≢0.
证  运用文献[9-10]的证明思想,

 

不难证得下列单个方程可以分别获得正基态解u0 和v0:

(-Δ)su+V1(x)u=λ1(x)
 

up-1 x∈RN

u>0 x∈RN 
(-Δ)sv+V2(x)v=λ2(x)

 

vp-1 x∈RN

v>0 x∈RN 
为证引理4,

 

只需证

c<min{Φ(u0,
 

0),
 

Φ(0,
 

v0)} (8)

由引理1知,
 

存在常数t0 >0,
 

使得(t0u0,
 

t0v0)∈N,
 

有
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t20‖(u0,
 

v0)‖
2
E =tp

0∫RN
(λ1(x)|u0|p +λ2(x)|v0|p)dx+2βtp

0∫RN
|u0|

p
2|v0|

p
2dx≥

2βtp
0∫RN

|u0|
p
2|v0|

p
2dx

则

t0 ≤
‖(u0,

 

v0)‖
2
E

2β∫RN
|u0|

p
2|v0|

p
2dx  

1
p-2

=β
-
1

p-2M (9)

再由(4),(5),(9)式和φ(t)的定义可得

c≤Φ(t0u0,
 

t0v0)=

t20
2‖

(u0,
 

v0)‖
2
E -

tp
0

p∫RN
(λ1(x)|u0|p +λ2(x)|v0|p)dx-

2β
p
tp
0∫RN

|u0|
p
2|v0|

p
2dx=

1
2-

1
p  tp

0∫RN
(λ1(x)|u0|p +λ2(x)|v0|p)dx+ 1-

2
p  βtp

0∫RN
|u0|

p
2|v0|

p
2dx≤

1
2-

1
p  β- p

p-2Mp∫RN
(λ*
1 |u0|p +λ*

2 |v0|p)dx+ 1-
2
p  β-

2
p-2Mp∫RN

|u0|
p
2|v0|

p
2dx≤

β
- p
p-2MpC∫RN

(|u0|p +|v0|p)dx+β
-
2

p-2MpC∫RN
|u0|

p
2|v0|

p
2dx=

g(β) (10)

要证(8)式成立,
 

即需证

g(β)<min{Φ(u0,
 

0),
 

Φ(0,
 

v0)}

注意到在(H1)的条件下,
 

在(10)式中,
 

当β→+∞ 时g(β)→0.
 

则存在常数β* >0,
 

使得当β>β* 时

(8)式成立.
定理1的证明  由引理3可知,

 

存在有界的(Ce)c 序列{(un,
 

vn)}⊂E 满足(7)式.
 

现假设

σ=lim
 

sup
n→+∞

 
sup
y∈RN

 ∫B1(y)
(|un|2+|vn|2)dx=0

则由分数阶Sobolev空间的集中紧性原理(参见文献[9]中引理II.4),
 

对 ∀p ∈ (2,
 

2*s ),
 

在Lp(RN)×

Lp(RN)上有(un,
 

vn)→ (0,
 

0),
 

那么

0<c=Φ(un,
 

vn)-
1
2Φ'

(un,
 

vn)(un,
 

vn)+on(1)=

1
2-

1
p  ∫RN

(λ1(x)|un|p +λ2(x)|vn|p)dx+ 1-
2
p  β∫RN

|un|
p
2|vn|

p
2dx+on(1)≥

1
2-

1
p  C∫RN

(|un|p +|vn|p)dx+ 1-
2
p  β∫RN

|un|
p
2|vn|

p
2dx+on(1)=

on(1)
矛盾,

 

从而σ>0.
必要时取子序列(仍记为{(un,

 

vn)}),
 

那么存在常数R >0和{yn}⊂ZN,
 

使得

∫BR(0)
(|u􀮨n|2+|v􀮨n|2)dx=∫BR(yn)

(|un|2+|vn|2)dx>
σ
2

(11)

其中

(u􀮨n(x),
 

v􀮨n(x))=(un(x+yn),
 

vn(x+yn))

又由Φ 和N的平移不变性知:

Φ(u􀮨n,
 

v􀮨n)→c   (1+‖(u􀮨n,
 

v􀮨n)‖E)‖Φ'(u􀮨n,
 

v􀮨n)‖E* →0
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必要时再取一个子序列,
 

存在(u􀮨,
 

v􀮨)∈E 使得

(u􀮨n,
 

v􀮨n)⇀(u􀮨,
 

v􀮨) x∈E

(u􀮨n,
 

v􀮨n)→ (u􀮨,
 

v􀮨) x∈L(BR(0))×L(BR(0))

(u􀮨n(x),
 

v􀮨n(x))→ (u􀮨(x),
 

v􀮨(x)) a.e.
 

x∈RN

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

则由(11)式可得(u􀮨,
 

v􀮨)≠ (0,
 

0),
 

再由一般的讨论方法知,
 

Φ'(u􀮨,
 

v􀮨)=0,
 

(u􀮨,
 

v􀮨)∈N且c≤Φ(u􀮨,
 

v􀮨).
此外,

 

由Fatou引理和条件(H2)有

c=lim
 

inf
n→+∞

 
Φ(un,

 

vn)-
1
2Φ'

(un,
 

vn)(un,
 

vn)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =

lim
 

inf
n→+∞

 

1
2-

1
p  ∫RN

(λ1(x)|un|p +λ2(x)|vn|p)dx+ 1-
2
p  β∫RN

|un|
p
2|vn|

p
2dx􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =

lim
 

inf
n→+∞

 

1
2-

1
p  ∫RN

(λ1(x)|u􀮨n|p +λ2(x)|v􀮨n|p)dx+ 1-
2
p  β∫RN

|u􀮨n|
p
2|v􀮨n|

p
2dx􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≥

1
2-

1
p  ∫RN

(λ1(x)|u􀮨|p +λ2(x)|v􀮨|p)dx+ 1-
2
p  β∫RN

|u􀮨|
p
2|v􀮨|

p
2dx

=Φ(u􀮨,
 

v􀮨)-
1
2Φ'

(u􀮨,
 

v􀮨)(u􀮨,
 

v􀮨)=

Φ(u􀮨,
 

v􀮨)

那么c=Φ(u􀮨,
 

v􀮨),
 

又由引理4知,
 

当β>β* 时,
 

u􀮨,v􀮨 ≢0.
 

则(u􀮨,
 

v􀮨)是系统(1)的非平凡基态解.

下面证明系统(1)存在正基态解.
 

由引理1知,
 

存在t􀮨 >0,
 

使得:

(t􀮨|u􀮨|,
 

t􀮨|v􀮨|)∈N   Φ(t􀮨|u􀮨|,
 

t􀮨|v􀮨|)≥c
又由条件(H1)-(H3)、

 

注2及泛函Φ 的形式有

Φ(t􀮨|u􀮨|,
 

t􀮨|v􀮨|)≤Φ(t􀮨
 

u􀮨,
 

t􀮨
 

v􀮨)≤Φ(u􀮨,
 

v􀮨)

则(t􀮨|u􀮨|,
 

t􀮨|v􀮨|)= (u,
 

v)是系统(1)的非平凡基态解.
 

最后由强极大值原理(参见文献[16])可得,
 

对 ∀x ∈RN 都有u,v>0.
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Abstract:
 

In
 

this
 

article,
 

we
 

investigate
 

the
 

existence
 

of
 

nontrivial
 

solutions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

fractional
 

coupled
 

system
 

with
 

different
 

periodic
 

potentials
 

by
 

using
 

the
 

Ekeland􀆳s
 

variational
 

principle.
 

The
 

point
 

is
 

to
 

prove
 

that
 

the
 

nontrivial
 

solutions
 

of
 

the
 

system
 

can
 

be
 

a
 

positive
 

ground
 

state
 

solution,
 

which
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the
 

gener-
al

 

Schrödinger
 

coupled
 

system
 

to
 

the
 

case
 

of
 

the
 

fractional
 

coupled
 

system
 

with
 

multiple
 

different
 

periodic
 

functions.
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