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摘要:研究了平面中形如A2
K,L

 -AKAL ≤UK,L 的Minkowski不等式的上界,
 

即逆Bonnesen 型Minkowski不等式.
 

设K,L 是平面中的凸体,
 

其面积分别为AK ,AL,
 

其中AK,L 为两凸体的混合面积,
 

UK,L 为与K,L 有关的几何不变

量.
 

利用平面上给定两凸体的支持函数,
 

构造一类与给定凸体相关的新凸体.
 

通过对新凸体几何性质的讨论,
 

得到

了一些新的加强的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式,
 

并用此类不等式可推出一些已有结果.
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对于欧氏平面R2 中的点集K,
 

如果对任意x,y∈K,
 

0≤λ≤1,
 

都有λx+(1-λ)y∈K,
 

则称K
为凸集.

 

具有非空内点的紧凸集称为凸体.
 

若凸体K 的边界K 的曲率半径ρ>0,
 

则称凸体K 为卵形域.
 

如果K 为R2 中的有界凸集,
 

则以2π 为周期的周期函数p(θ)称为K 的支持函数.
 

p(θ)是某个卵形域K
的支持函数的充要条件是

ρ=p(θ)+p″(θ)>0   0≤θ<2π
凸体K 的周长、

 

面积积分公式分别为:

P=∫
2π

0
pdθ   A=

1
2∫K

pds=
1
2∫

2π

0
p(p+p″)dθ

凸体K,L 的面积分别记为AK,AL,
 

支持函数分别为pK,pL.
 

在Minkowski加法下,
 

凸体K+L 的面积表

达式为

AK+L =
1
2∫

2π

0
(pK +pL)(pK +pL +p″

K +p″
L)dθ=AK +AL +2AK,L

其中AK,L 表示两凸体的混合面积,
 

其对应表达式为

AK,L =
1
2∫

2π

0
pK(pL +p″

L)dθ=
1
2∫

2π

0
pL(pK +p″

K)dθ

  等周不等式是著名的几何不等式之一,
 

它是最早用基本几何不变量来刻画平面几何图形的几何不等

式.
 

经典等周不等式的几何意义是:
 

平面上周长固定的简单闭曲线中,
 

圆所围成的面积最大.
 

目前,
 

等周不

等式已推广到高维欧氏空间、
 

常曲率曲面中,
 

并应用到其他的数学分支(参见文献[1-12]).
 

其中

Minkowski不等式是经典等周不等式的推广之一.
本文主要研究平面上的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式,

 

形如

A2
K,L -AKAL ≤UK,L (1)

其中UK,L 是与K,L有关的非负几何不变量.
 

设K,L为欧氏平面R2 中的卵形域,
 

其支持函数分别为pK,pL.
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通过利用K 和L 的支持函数,
 

构造了一类新凸体Mt,
 

其支持函数为:

pMt
=(1-t)pK +tCpL   0≤t≤1 (2)

其中C 为与K,L 相关的几何不变量,
 

t随C 取值的不同而改变其取值范围的参数.
 

当t=0时,
 

Mt 为凸体

K;
 

当C=1,
 

t=1时,
 

Mt 为凸体L.
 

设:

ϑm(K,
 

L)=minρK(θ)

ρL(θ)
:

 

0≤θ≤2π  
ϑM(K,

 

L)=maxρK(θ)

ρL(θ)
:

 

0≤θ≤2π  












(3)

当C=-ϑm(K,
 

L),
 

0<t≤
1
2

时,
 

和当C=-ϑM(K,
 

L),
 1
2 ≤t<1时,

 

我们确定新凸体Mt,
 

通过讨

论凸体Mt 的几何性质,
 

我们得到一些新的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式,
 

并且加强了文献[12]中定

理4.6的结果,
 

同时也给出了等号成立条件.
引理1 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则

ρm(K,
 

L)≤ϑm(K,
 

L)≤
ρK

ρL
≤ϑM(K,

 

L)≤ρM(K,
 

L) (4)

  证  ρm(K,
 

L)和ρM(K,
 

L)的定义[12]可分别等价于:

ρm(K,
 

L)=
ρm(K)

ρM(L)
   ρM(K,

 

L)=
ρM(K)

ρm(L)
由ϑm(K,

 

L)与ϑM(K,
 

L)的定义((3)式),
 

不等式(4)显然成立.
利用引理1,

 

我们得到以下结果.
定理1 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则:

A2
K,L -AKAL ≤ (AK,L -ϑm(K,

 

L)AL)2

A2
K,L -AKAL ≤

AK

ϑm(K,
 

L)-AK,L  
2







 (5)

不等式(5)等号成立当且仅当K 与L 位似.
证  取(2)式中C=-ϑm(K,

 

L),
 

我们有

pMt
=(1-t)pK -tϑm(K,

 

L)pL

当0<t≤
1
2

时,
 

由ρ 的定义和引理1,
 

得到

pMt
+
2pMt

θ2
=(1-t)(pK +p″

K)-tϑm(K,
 

L)(pL +p″
L)≥ (1-t)ρK -tρK

ρL
ρL ≥0

因此pMt
=(1-t)pK -tϑm(K,

 

L)pL 是一类凸集Mt 的支持函数,
 

Mt 的面积At 为

At=
1
2∫

2π

0
pMt pMt

+
2pMt

θ2  dθ=

(1-t)2AK -2t(1-t)ϑm(K,
 

L)AK,L +t2(ϑm(K,
 

L))2AL

特别地,
 

当t=
1
2

时,
 

有

A
t=

1
2
=
AK

4 -
ϑm(K,

 

L)AK,L

2 +
ϑ2m(K,

 

L)AL

4 ≥0 (6)

将(6)式改写成两种形式:

-AK ≤ϑ2m(K,
 

L)AL -2ϑm(K,
 

L)AK,L

-AL ≤
AK

ϑ2m(K,
 

L)
-

2AK,L

ϑm(K,
 

L)

代入不等式(1)中,
 

我们分别得到如下新的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式:
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A2
K,L -AKAL ≤A2

K,L +(ϑ2m(K,
 

L)AL -2ϑm(K,
 

L)AK,L)AL =(AK,L -ϑm(K,
 

L)AL)2

A2
K,L -AKAL ≤A2

K,L +AK
AK

ϑ2m(K,
 

L)
-

2AK,L

ϑm(K,
 

L)  = AK

ϑm(K,
 

L)-AK,L  
2

不等式(5)等号成立的条件是M
t=

1
2
的面积为0.

 

此时M
t=

1
2
只能是一条线段或一个点.

 

如果M
t=

1
2
是一条线

段,
 

则由(2)式可知,
 

K 的支持函数为

pK =2pMt
+pLϑm(K,

 

L)

这与K 为卵形域矛盾,
 

因此M
t=

1
2

只能为一个点,
 

即等号成立当且仅当K 与L 位似.

由定理1,
 

我们得到以下逆Bonnesen 型 Minkowski不等式:
推论1 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则:

A2
K,L -AKAL ≤ (AK,L -ρm(K,

 

L)AL)2

A2
K,L -AKAL ≤

AK

ρm(K,
 

L)-AK,L  
2







 (7)

  证  注意到,
 

定理1中(5)式不等号右边括号内几何量是非负的,
 

即:

AK,L -ϑm(K,
 

L)AL ≥0   
AK

ϑm(K,
 

L)-AK,L ≥0 (8)

由引理1,
 

可证得

pL(pK +p″
K)≥ϑm(K,

 

L)pL(pL +p″
L)

两边同时积分,
 

我们有

AK,L =
1
2∫

2π

0
pL(pK +p″

K)dθ≥
1
2ϑm(K,

 

L)∫
2π

0
pL(pL +p″

L)dθ=ϑm(K,
 

L)AL

因此,
 

不等式(8)的第一个不等式成立.
 

同理,
 

可证得(8)式第二个不等式成立.
 

由不等式(4)和(8),
 

我们有:

AK,L -ϑm(K,
 

L)AL ≤AK,L -ρm(K,
 

L)AL

AK

ϑm(K,
 

L)-AK,L ≤
AK

ρm(K,
 

L)-AK,L

再由定理1可推出不等式(7).
在文献[12]中,

 

利用Blaschke滚动定理也得到了(7)式.
 

由上述证明,
 

可发现(5)式强于(7)式,
 

因此

我们加强了文献[12]中的结果.
定理2 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则:

A2
K,L -AKAL ≤ (ϑM(K,

 

L)AL -AK,L)2

A2
K,L -AKAL ≤ AK,L -

AK

ϑM(K,
 

L)  
2







 (9)

不等式(9)等号成立当且仅当K 与L 位似.

证  用类似于定理1的讨论,
 

取(2)式中C=-ϑM(K,
 

L).
 

当1
2≤t<1

时,
 

我们得到一类凸集Mt,
 

其支持函数为

-pMt
=tϑM(K,

 

L)pL -(1-t)pK

则其面积为

At=(1-t)2AK -2t(1-t)ϑM(K,
 

L)AK,L +t2(ϑM(K,
 

L))2AL

特别地,
 

当t=
1
2

时,
 

有

A
t=

1
2
=
AK

4 -
ϑM(K,

 

L)AK,L

2 +
ϑ2M(K,

 

L)AL

4 ≥0 (10)

(10)式可改写为:

-AK ≤ϑ2M(K,
 

L)AL -2ϑM(K,
 

L)AK,L
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-AL ≤
AK

ϑ2M(K,
 

L)
-

2AK,L

ϑM(K,
 

L)
代入不等式(1)中,

 

得到不等式(9).
 

同理,
 

等号成立时,
 

M
t=

1
2

只能为一个点,
 

即K 与L 位似.

类似推论1的证明,
 

由定理2,
 

可得以下较弱的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式.
推论2 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则:
A2

K,L -AKAL ≤ (ρM(K,
 

L)AL -AK,L)2

A2
K,L -AKAL ≤ AK,L -

AK

ρM(K,
 

L)  
2







 (11)

  由定理1和定理2,
 

我们可得如下新的逆Bonnesen 型 Minkowski不等式:

  定理3 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,
 

则

A2
K,L -AKAL ≤

A2
L

4
(ϑM(K,

 

L)-ϑm(K,
 

L))2 (12)

等号成立当且仅当K 与L 位似.
证  将不等式(5),(9)中的第一个不等式,

 

两边同时开根号,
 

分别得到:

A2
K,L -AKAL ≤AK,L -ϑm(K,

 

L)AL

A2
K,L -AKAL ≤ϑM(K,

 

L)AL -AK,L

不等式两边分别相加再平方,
 

得到不等式(12).
下面,

 

我们将给出文献[12]中定理4.6等号成立条件.
定理4 设K,L 为欧氏平面R2 中的卵形域,

 

则

A2
K,L -AKAL ≤

A2
L

4
(ρM(K,

 

L)-ρm(K,
 

L))2 (13)

等号成立当且仅当K 与L 为圆盘.
证  由引理1和定理3,

 

有

A2
K,L -AKAL ≤

A2
L

4
(ϑM(K,

 

L)-ϑm(K,
 

L))2 ≤
A2

L

4
(ρM(K,

 

L)-ρm(K,
 

L))2 (14)

下面证明(13)式等号成立.
 

若K,L 为圆盘,
 

显然(13)式等号成立.
 

反之,
 

假设(13)式等号成立,
 

则必有

(14)式中第一个不等式等号成立,
 

此时K 与L 位似,
 

从而

A2
K,L -AKAL =

A2
L

4
(ϑM(K,

 

L)-ϑm(K,
 

L))2=0

即

ρM(K,
 

L)=ρm(K,
 

L)
有

ρM(K)

ρm(L)
=
ρm(K)

ρM(L)
(15)

若ρL 不是常数,
 

则有

ρM(L)>ρm(L)
由于

ρM(K)≥ρm(K)
则

ρM(K,
 

L)>ρm(K,
 

L)
这与(15)式矛盾,

 

故ρL 是常数.
 

再由(15)式,
 

有

ρM(K)=ρm(K)
故ρK 是常数.

 

综上所述,
 

等号成立当且仅当K 与L 均为圆盘.
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Abstract:
 

We
 

study
 

in
 

this
 

paper
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

Minkowski
 

inequality
 

in
 

the
 

plane,
 

i.e.
 

a
 

reverse
 

Bonnesen-style
 

Minkowski
 

inequality,
 

such
 

as
 

A2
K,L-AKAL≤UK,L.

 

Let
 

K
 

and
 

L
 

be
 

convex
 

bodies
 

whose
 

areas
 

are
 

AK
 and

 

AL,
 

respectively,
 

and
 

AK,L
 is

 

the
 

mixes
 

area
 

of
 

the
 

two
 

convex
 

bodies
 

and
 

UK,L
 is

 

the
 

ge-
ometric

 

invariant
 

related
 

to
 

K
 

and
 

L.
 

We
 

construct
 

a
 

class
 

of
 

convex
 

body
 

by
 

the
 

support
 

function
 

of
 

the
 

given
 

convex
 

bodies.
 

By
 

discussing
 

the
 

geometric
 

properties
 

of
 

the
 

new
 

convex
 

body,
 

we
 

obtain
 

some
 

new
 

stronger
 

reverse
 

Bonnesen-style
 

Minkowski
 

inequalities
 

and
 

some
 

results
 

can
 

be
 

derived
 

from
 

those
 

ine-
qualities.
Key

 

words:
 

convex
 

body;
 

support
 

function;
 

Minkowski
 

inequality;
 

reverse
 

Bonnesen-style
 

Minkowski
 

ine-
quality
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