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极值广义顺序统计量的矩收敛①
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摘要:本文讨论了极值广义顺序统计量的一种收敛:
 

矩收敛.
 

在3种极值分布类型基础上,
 

得到了极值广义顺序统

计量矩收敛的性质.
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文献[1]用统一的方法描述了各种顺序统计量,
 

包括普通顺序统计量、
 

序列顺序统计量、
 

累加第 Ⅱ

型删失顺序统计量、
 

记录值等.
 

若存在参数n∈N,
 

k>0,
 

m1,m2,…,mn-1∈R,
 

Mr=∑
n-1

j=r
mj,

 

1≤r≤

n-1,
 

使得γr =k+n-r+Mr >0对所有的r∈ {1,
 

…,
 

n-1}都成立,
 

当n≥2时,
 

记m􀮨= (m1,
 

m2,
 

…,
 

mn),
 

m􀮨 ∈Rn,
 

当n=1时,
 

F 为任意分布函数.
 

若随机变量U(r,
 

n,
 

m􀮨,
 

k),
 

r=1,2,…,n,
 

具有联合密度函数

f
U(1,

 

n,
 

m􀮨, 

k),
 

…,
 

U(n,
 

n,
 

m􀮨, 

k)(u1,
 

…,
 

un)=k ∏
n-1

j=1
γj  ∏

n-1

i=1

(1-ui)
mi  (1-un)k-1

其中0≤u1 ≤ … ≤un ≤1,
 

则称U(r,
 

n,
 

m􀮨,
 

k)为均匀广义顺序统计量.
 

随机变量

X(r,
 

n,
 

m􀮨,
 

k)=F← (U(r,
 

n,
 

m􀮨,
 

k))   r=1,…,n
称为基于分布函数F 的广义顺序统计量,

 

其中F← (y)=inf
 

{x:
 

F(x)≥y}.
 

其中的一种特殊情况是当

m1= …mn-1= m,
 

随机变量各自表示成U(r,
 

n,
 

m,
 

k)和X(r,
 

n,
 

m,
 

k),
 

r=1,…,n.
 

对于普通顺

序统计量,
 

若存在常数αn >0和βn ∈R,
 

n∈N使得

lim
n→∞

Fn(αnx+βn)=G(x) (1)

则G(x)为以下3大极值分布类型之一:

Φα(x)=
0 x<0

e-x-α

x≥0 
Ψα(x)= e-(-x)α x<0

1 x≥0 
Λ(x)=e-e-x   x∈R

其中α为一正常数.
 

若(1)式成立,
 

则称F 属于G(x)的吸引场,
 

记为F∈D(G).
 

更多的内容参见文
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献[2-3].
 

文献[4]已经证明了当m1= …mn-1= m >-1,
 

k>0,
 

当且仅当
 

(1)式成立时存在常数

an >0和bn ∈R,
 

n∈N使得

lim
n→∞

FX(n,
 

n,
 

m,
 

k)(anx+bn)=
1

Γ(l)Γ
(l,

 

(-logG(x))m+1)=H(x) (2)

对于 H 的所有连续点都成立,
 

且a􀎥nm+1􀎡 =αn,
 

b􀎥nm+1􀎡 =βn,
 

其中所有非退化分布 H 的形式为

H1=H1,α(x)=
0 x≤0
1

Γ(l)Γ
(l,

 

x-(m+1)α) x>0    α>0

H2=H2,α(x)=
1

Γ(l)Γ
(l,

 

(-x)
(m+1)α) x<0

1 x≥0    α>0

H3=H3,
 

0(x)=
1

Γ(l)Γ
(l,

 

e-(m+1)x)   x∈R

其中:
 

l=
k

m+1
,

 

Γ(a,
 

x)表示不完全伽马函数

Γ(a,
 

x)=∫
∞

x
ta-1e

(-t)dt,
 

a>0,
 

x≥0

  文献[5]分析了极值广义顺序统计量的收敛速度;
 

文献[6]研究了极值广义顺序统计量的密度收敛;
 

文

献[7]研究了广义顺序统计量的极限理论;
 

文献[8]研究了极值广义顺序统计量的渐近分布的吸引场;
 

文献

[9]讨论了独立同混合广义伽马分布随机变量序列的规范化最大值的极限分布及其点点收敛速度;
 

文献

[10]给出了卡方分布序列最大值的渐近分布以及逐点收敛速度.
 

而对于极值广义顺序统计量的矩收敛尚未

有文献提及.
 

本文将给出极值广义顺序统计量的矩收敛.
下节讨论极值广义顺序统计量的收敛性,

 

即对任意的整数t,

lim
n→∞

E(a-1
n (Wn -bn))t=∫

∞

-∞
xtH(dx)

其中Wn 表示广义顺序统计量的最大值.
定义r(F)=sup{x:

 

F(x)<1}为F 的右端点.
定理1 设(2)式成立.

1)
 

若 H =H1,α(x),
 

取a􀎥nm+1􀎡 =
1

1-F  
←

(n),
 

b􀎥nm+1􀎡 =0.
 

若存在整数t>0

∫
0

-∞
|z|tFX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(dx)< ∞ (3)

则

lim
n→∞

E
Wn

an
  

t

=∫
∞

-∞
xtH1(dx)=

1
Γ(l)Γ

kα-1
α(m+1)  

  2)
 

若 H =H2,α(x)和F 存在一个右端点r(F),
 

取

a􀎥nm+1􀎡 =r(F)-
1

1-F  
←

(n)

b􀎥nm+1􀎡 =r(F)
则

lim
n→∞

E
Wn -bn

an
  

t

=∫
0

-∞
xtH2(dx)=

(-1)t

Γ(l)Γ
kα+t

α(m+1)  
  3)

 

若 H =H3,
 

0(x),
 

取

b􀎥nm+1􀎡 =
1

1-F  
←

(n),
 

a􀎥nm+1􀎡 =f(b􀎥nm+1􀎡
)

其中f 表示F ∈D(Λ)的辅助函数,
 

则
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lim
n→∞

E
Wn -bn

an  
t

=∫
∞

-∞
xtH3(dx)=

1
Γ(l)-

1
m+1  

t

Γ(t)(l)

其中Γ(t)(l)是伽马函数在x=l处的t阶偏导数.
证  由(2)式知,

 

对于任意的L >0有

lim
n→∞
(a-1

n (Wn -bn))tI[|a-1
n (Wn-bn)|≤L]=∫

L

-L
xtH(dx)

又因为

|E(a-1
n (Wn -bn))t-∫

∞

-∞
xtH(dx)|≤

|E(a-1
n (Wn -bn))t-E(a-1

n (Wn -bn))tI[|a-1
n (Wn-bn)|≤L]|+

|E(a-1
n (Wn -bn))tI[|a-1

n (Wn-bn)|≤L]-∫
L

-L
xtH(dx)|+

|∫
L

-L
xtH(dx)-∫

∞

-∞
xkH(dx)|

所以只需证明

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

E|a-1
n (Wn -bn)|tI[|a-1

n (Wn-bn)|>L]=0 (4)

综上所述,
 

要证明定理的结论,
 

只需证明
 

(4)
 

式成立.
 

由富比尼定理得

EYtI[Y>L]=E∫
Y

0
tst-1dsI[Y>L]=

E∫
L

0
tst-1dsI[Y>L]+E∫

∞

L
tst-1I[Y>L,

 

Y>s]ds=

LtP[|a-1
n (Wn -bn)|>L]+∫

∞

L
tst-1P[Y >s]ds=

A+B
由(2)式有

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

A=lim
L→∞

Lt(1-H(L)+H(-L))

  1)

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

A=lim
L→∞

Lt(1-H1,α(L))=

lim
L→∞

Lt 1-
1

Γ(l)Γ
(l,

 

L-α(m+1))  =
lim
L→∞

Lt 1-
1

Γ(l)∫
∞

L-α(m+1)
sl-1e-s  ds=

lim
L→∞

Lt 1
Γ(l)∫

L-α(m+1)

0
sl-1e-sds=0

最后一步使用洛必达法则.
 

记

B=∫
∞

L
tst-1(1-FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(ans+bn))ds+∫
∞

L
tst-1FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(-ans+bn)ds=

B1+B2

由文献[4]中注记2.6和

1-I1-(1-F(anx+bn))
m+1(n,

 

l)=I(1-F(anx+bn))
m+1(l,

 

n)

得到n→ ∞,
 

I(1-F(anx+bn))
m+1(l,

 

n)→0,
 

所以

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

B1=0

考虑B2:

B2=∫
∞

L
tst-1FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(-ans)ds=
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∫
-anL

-∞
t|s|t-1FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(s)ds

at
n

≤

∫
0

-∞
t|s|t-1FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(s)ds

at
n

由(3)式和an → ∞,
 

对所有L >0,
 

我们有lim
 

sup
n→∞

B2=0.
 

因此

lim
n→∞

E
Wn -bn

an
  

t

=∫
∞

0
xtH1(dx)=

(m+1)α
Γ(l)∫

∞

0
xt-αk-1e-x-(m+1)α

dx=

1
Γ(l)∫

∞

0
x

-
t-kα
(m+1)α-1e-xdx=

1
Γ(l)Γ

αk-t
α(m+1)  

  2)
 

显然,
 

F 的右端点0<r(F)< ∞ 得到FX(n,
 

n,
 

m,
 

k)的右端点0<r(FX(n,
 

n,
 

m,
 

k))< ∞,
 

所以

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

A=0

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

B=0

lim
n→∞

E
Wn -bn

an
  

t

=∫
0

-∞
xtH2(dx)=

(m+1)α
Γ(l)∫

0

-∞
xt(-x)kα-1e-(-x)(m+1)α

dx=

(-1)t

Γ(l)∫
∞

0
x

t+kα
(m+1)α-1e-xdx=

(-1)t

Γ(l)Γ
t+αk

α(m+1)  
  3)

lim
L→∞
lim

 

sup
n→∞

A=lim
L→∞

Lt(1-H3,
 

0(L)+H3,
 

0(-L))=

lim
L→∞

Lt 1-
1

Γ(l)Γ
(l,

 

e-(m+1)L)+
1

Γ(l)Γ
(l,

 

e(m+1)L)  =
lim
L→∞

Lt 1-
1

Γ(l)∫
∞

e-(m+1)L
sl-1e-tds+

1
Γ(l)∫

∞

e(m+1)L
sl-1e-tds  =

lim
L→∞

Lt 1
Γ(l)∫

e-(m+1)L

0
sl-1e-tds+

1
Γ(l)∫

∞

e(m+1)L
sl-1e-tds  =0

最后一步使用洛必达法则.
考虑B2,

 

记B2 为:

∫
-L

-∞
t|s|t-1FX(n,

 

n,
 

m,
 

k)(ans+bn)ds

从文献[4]中定理3.4的证明中知道对充分大的n,
 

FX(n,
 

n,
 

m,
 

k)(ans+bn)≤1+∑
∞

i=0
y(i),

 

其中

y(i)=
m+1

((m+1)i+k)i! Γ(l)PQ(m+1)i+k

其中常数P 和Q 存在,
 

∑
∞

i=0
y(i)< ∞,

 

当L → ∞ 时

lim
 

sup
n→∞

B2 ≤∫
-L

-∞
t|s|t-1(1+∑

∞

i=0
y(i))ds→0
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因此

lim
n→∞

E
Wn -bn

an
  

t

=∫
∞

-∞
xtH3,

 

0(dx)=

m+1
Γ(l)∫

∞

-∞
xte-kxe-e-

(m+1)x

dx=

1
(m+1)tΓ(l)∫

∞

-∞
xte-lxe-e-xdx=

1
Γ(l)-

1
m+1  

t

∫
∞

0
(ln

 

x)te-xxl-1dx=

1
Γ(l)-

1
m+1  

t

Γ(t)(l)

其中Γ(t)(l)是伽马函数在x=l处的t阶偏导数.
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Abstract:
 

In
 

this
 

note,
 

we
  

discuss
  

the
 

convergence
  

of
  

extreme
 

generalized
 

order
 

statistics:
 

convergence
 

of
 

moments.
 

Under
 

the
  

three
 

types
 

of
 

extreme
 

distributions,
 

the
  

properties
 

of
 

moment
 

convergence
 

of
 

ex-
treme

  

generalized
 

order
 

statistics
  

are
  

obtained.
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