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非定常Navier-Stokes方程有限元算子分裂算法①
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摘要:在连续解的正则性假设条件下,
 

基于亚格子稳定模型和算子分裂方法提出了非定常不可压 Navier-Stokes方

程的有限元算子分裂算法.
 

其主要思想是:
 

利用算子分裂方法把非线性项和不可压缩项分开,
 

首先求解一个线性化

的Burger􀆳s问题得到有限元解uh
n+12,

 

然后再求解一个Stokes问题得到解un+1
h .

 

证明了速度的误差估计关于时间是

一阶收敛的,
 

并给出数值实验验证了理论的正确性.
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不可压缩流体是流体力学中的一个重要问题,
 

广泛用于天气、
 

海洋以及血液循环等方面.
 

Navier-
Stokes方程正好为描述这种流体运动规律提供了一种数学模型.

 

近几十年来,
 

很多作者研究了 Navier-
Stokes方程的有限元解法[1-3].

 

本文考虑的是非定常Navier-Stokes方程的有限元算子分裂算法.
 

算子分裂

方法主要思想是在时间上分为若干步,
 

使得不同的算子出现在不同的方程中,
 

从而降低难度.
 

该方法最开

始由文献[2-3]提出,
 

已经用于空间离散、
 

有限差分和谱方法中.
 

文献[4]给出的算子分裂方法是将非线性

项和不可压缩性项分开处理.
 

本文在文献[4]的基础上给出稳定化的有限元算子分裂算法,
 

该方法主要分

为两步:
 

第一步是线性椭圆型问题,
 

可看作是线性化的Burger􀆳s问题;
 

第二步是一般的Stokes
 

问题.
 

通过

理论推导,
 

给出了速度的误差估计和收敛精度,
 

并用数值实验验证了方法的正确性.
 

相比标准的有限元方

法,
 

我们的方法得到的误差估计更小.

1 预备知识

考虑下面的Navier-Stokes方程:

ut-νΔu+(u·∇)u+∇p=f,
 

in
 

Ω×(0,
 

T] (1)

∇·u=0,
 

in
 

Ω×(0,
 

T] (2)

u=0,
 

on
 

􀆟Ω×(0,
 

T] (3)

u|t=0=u0,
 

in
 

Ω (4)

其中:
 

Ω是在R2上具有利普希茨连续边界的有界区域,
 

u(x,
 

t)∈Rd 表示速度矢量,
 

p(x,
 

t)∈R是压力,
 

f(x,
 

t)是流体驱动的体积力,
 

ν>0为流体粘性系数,
 

u0 是使得 ∇·u=0的初始速度,
 

并且ut=
􀆟u
􀆟t.

对于上面给出的Navier-Stokes方程,
 

我们引入下面的希尔伯特空间:
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H ={u∈L2(Ω)|∇·u=0,
 

n·u|􀆟Ω =0}

V={u∈H1
0|∇·u=0}

其中:
 

(·,
 

·)表示空间L2(Ω)2 或L2(Ω)的标准内积,
 

(∇u,
 

∇u)和 ‖∇u‖0 为空间V 的一般标量和范

数.
 

在这篇文章中,
 

我们用字母C 表示一个与时间步长和网格参数无关的正数.
设u 和p 满足下面的条件:
(R1)

 

u∈C0(0,
 

T;
 

H)∩L∞(0,
 

T;
 

H2(Ω)),
 

∇p∈L∞(0,
 

T;
 

L2(Ω)).
(R2a)

 

ut ∈L2(0,
 

T;
 

L2(Ω)).
(R2b)

 

ut ∈L2(0,
 

T;
 

H1
0(Ω)).

(R3)
 

∫
T

0
 
t‖utt(t)‖2-1dt≤C.

(R4)
 

∫
T

0
‖utt(t)‖

2
V'dt≤C.

定义三线性项c(·,
 

·,
 

·)为c(u,
 

v,
 

w)=((u·∇)v,
 

w),
 

∀u∈H1(Ω),
 

v∈H1(Ω),
 

w∈H1
0(Ω),

 

它有如下的性质:

c(u,
 

v,
 

v)=0,
 

∀u∈H,
 

v∈H1
0(Ω)

c(u,
 

v,
 

w)≤C

‖u‖1‖v‖1‖w‖1,
 

∀u,
 

v,
 

w∈H1
0(Ω)

‖u‖0‖v‖2‖w‖1,
 

∀u,
 

w∈H1
0(Ω),

 

v∈H2(Ω)

‖u‖
1
2

0‖u‖
1
2

1‖v‖1‖w‖1,
 

∀u,
 

v,
 

w∈H1
0(Ω)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

并且定义:

c􀮨(u,
 

v,
 

w)=
1
2
(c(u,

 

v,
 

w)-c(u,
 

w,
 

v)),
 

∀u∈H1(Ω),
 

v∈H1
0(Ω),

 

w∈H1
0(Ω)

2 有限元算子分裂算法

2.1 时间离散的算子分裂方法

步骤一  寻找解u
n+

1
2 使得

u
n+

1
2 -un

δt -νΔu
n+

1
2 +(un·∇)u

n+
1
2 =fn (5)

u
n+

1
2|􀆟Ω =0 (6)

  步骤二  根据(5)式解得的u
n+

1
2 求解un+1 和pn+1 使得

un+1-un

δt -νΔ(un+1-u
n+

1
2)+∇pn+1=0 (7)

∇·un+1=0 (8)

un+1|􀆟Ω =0 (9)

其中δt是时间步长,
 

满足0<δt<1,
 

tn =nδt,
 

n=0,1,…,N -1,
 

和N =
T
δt
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

2.2 亚格子稳定化的有限元方法

对于方程(5)-(9)的有限元离散,
 

我们假设Tμ ={K}(μ=h)是准均匀的三角形网格剖分并且网格尺

寸0<μ <1.
 

定义数值格式中出现的亚格子模型为:

G(u,
 

v)=α(∇(I-Πμ)u,
 

∇(I-Πμ)v),
 

∀u,v∈H1
0(Ω)d (10)

其中α>0是稳定化参数,
 

根据算子Πh 的定义,
 

下列关系式成立:

G(u,
 

v)=α(∇(I-Πμ)u,
 

∇(I-Πμ)v)=α(∇u,
 

∇v)-α(∇Πμu,
 

∇v),
 

∀u,v∈H1
0(Ω)d (11)
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我们定义R0={v∈L2(Ω):
 

v|K ∈P0,
 

∀K ∈Tμ(Ω)},
 

Lμ =R2×2
0 ,

 

L=L2(Ω)2×2,
 

其中P0 是常量元素

K 的空间,
 

那么标准的L2-正交投影Πμ:
 

L →Lμ 有如下性质:

(∇Πμu,
 

∇v)
 

=(∇u,
 

∇v),
 

∀u∈H1
0(Ω)d,

 

v∈Lμ (12)

‖∇Πμv‖0 ≤C‖∇v‖0,
 

∀v∈H1
0(Ω)d (13)

下面给出亚格子稳定化的有限元算子分裂算法:
 

步骤一  对于给定的un
h ∈Vh 使得对于所有的vn

h ∈Vh,
 

有

1
δt
(uh

n+
1
2 -un

h,
 

vh)+ν(∇uh
n+

1
2,

 

∇vh)+c􀮨(un
h,

 

uh
n+

1
2,

 

vh)+G(uh
n+

1
2,

 

vh)=(fn,
 

vh) (14)

  步骤二  寻找解un+1
h ∈Vh 和pn+1

h ∈Qh 使得对于所有的(vh,
 

qh)∈Vh ×Qh 有

1
δt
(un+1

h -uh
n+

1
2,

 

vh)+ν(∇(un+1
h -uh

n+
1
2),

 

∇vh)-(pn+1
h ,

 

∇·vh)=0 (15)

(∇·un+1
h ,

 

qh)=0 (16)

上述提到的方法中,
 

步骤二可以看作是一般的Stokes问题.
 

其中有限元空间Vh⊂H1
0(Ω),

 

Qh⊂L2
0(Ω)且

Vh 和Qh 要求满足下面的条件:
(H1)

 

存在与h 无关的β>0,
 

使得对于所有的h>0有:

inf
qh∈Qh-Ker

 

Bt
h

 

sup
vh∈Vh-{0}

 

(qh,
 

∇·vh)
‖vh‖1‖qh‖Qh/ker

 

Bt
h

  ≥β>0

其中Bh:
 

Vh →Q'
h 和Bt

h:
 

Qh →V'
h 定义如下:

Bh(vh)(qh)=Bt
h(qh)(vh)=(qh,

 

∇·vh),
 

∀vh ∈Vh,
 

∀qh ∈Qh

  (H2)
 

存在与h 无关的γ>0,
 

使得对于所有的v∈Hr(Ω)和q∈Hs(Ω)以及任意的h>0有:

inf
vh∈Vh

 

‖v-vh‖m ≤γh
k1-m
‖v‖r,

 

0≤m ≤k1,
 

k1=min{k+1,
 

r}

inf
qh∈Qh

 

‖q-qh‖m ≤γh
k2-m
‖q‖s,

 

0≤m ≤k2,
 

k2=min{k,
 

s}

  (H3)
 

存在与δt和h 无关的C >0,
 

使得:

δt≥Ch2

3 误差估计

3.1 速度的半离散误差估计

定义速度误差函数为:

en+1
c =u(tn+1)-un+1

ec
n+

1
2 =u(tn+1)-u

n+
1
2

rn+1
c =p(tn+1)-pn+1

  定理1[4] 假设(R1),(R2b),(R3)和(R4)成立,
 

那么对N=0,…,
T
δt
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1,
 

和足够小的δt,
 

有下面

的估计:

‖ec
N+1‖20+δtν∑

N

n=0
 

‖en+1
c ‖21 ≤Cδt2 (17)

3.2 全离散解的误差估计

设有限元解(uh
n+

1
2,

 

un+1
h ,

 

pn+1
h )是半离散分步解(u

n+
1
2,

 

un+1,
 

pn+1)的逼近解,
 

我们定义如下误差:

en+1
d =un+1-un+1

h

e
n+

1
2

d =u
n+

1
2 -uh

n+
1
2
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rn+1
d =pn+1-pn+1

h

引入与有限元空间有关的误差函数:

En(h)=inf
vh∈Vh

 

‖u
n+

1
2 -vh‖1+

1
hinfvh∈Vh

 

‖u
n+

1
2 -vh‖0+

inf
qh∈Qh

 

‖pn+1-qh‖0+

inf
wh∈ker

 

Bh
 

‖un+1-wh‖1+
1
h inf

wh∈ker
 

Bh
 

‖un+1-wh‖0

E(h)= max
n=0,

 

…,
 

N
 
En(h)

  引理1[4] 设Vh 和Qh 满足inf-sup条件(H1),
 

则对于u∈V 满足:

inf
wh∈ker

 

Bh
 

‖u-wh‖1 ≤Cinf
vh∈Vh

 

‖u-vh‖1

inf
wh∈ker

 

Bh
 

‖u-wh‖0 ≤Chinf
vh∈Vh

 

‖u-vh‖1

  定理2 设(R1),(R2b),(R3),(H1)和(H3)成立,
 

那么对于N=0,…,
T
δt
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1和足够小的δt和h,
 

满足:

‖eN+1
d ‖20+‖e

N+
1
2

d ‖20+δtν∑
N

n=0
 

‖en+1
d ‖21+‖e

n+
1
2

d ‖21  ≤C(E(h))2 (18)

  证  让(5)式和(14)式与vh 做内积,
 

且让两式相减得:
 

∀(vh,
 

qh)∈Vh ×Qh,

1
δt
(e

n+
1
2

d -en
d,

 

vh)+(ν+α)(∇e
n+

1
2

d
,

 

∇vh)=

c􀮨(un
h,

 

uh
n+

1
2,

 

vh)-c􀮨(un,
 

u
n+

1
2,

 

vh)+α(Πh∇u
n+

1
2,

 

∇vh) (19)

1
δt
(en+1

d -e
n+

1
2

d
,

 

vh)+ν(∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
),

 

∇vh)-(rn+1
d ,

 

∇·vh)=0 (20)

(∇·en+1
d ,

 

qh)=0 (21)

对于任意给定的(vh,
 

wh,
 

qh)∈Vh ×ker(Bh)×Qh,
 

由(15)式可得:

‖e
n+

1
2

d ‖20-‖en
d‖20+‖e

n+
1
2

d -en
d‖20+2νδt‖∇e

n+
1
2

d ‖20+

‖en+1
d ‖20-‖e

n+
1
2

d ‖20+‖en+1
d -e

n+
1
2

d ‖20+

νδt{‖∇en+1
d ‖20-‖∇e

n+
1
2

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20}+

2δtα‖∇e
n+

1
2

d ‖20+2δtα‖∇u
n+

1
2‖20=

2(e
n+

1
2

d -en
d,

 

u
n+

1
2 -vh)+2δtν(∇e

n+
1
2

d
,

 

∇(u
n+

1
2 -vh))+2(en+1

d -e
n+

1
2

d
,

 

un+1-wh)+

2δtν(∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
),

 

∇(u
n+

1
2 -vh))+2δtc􀮨(un,

 

u
n+

1
2,

 

uh
n+

1
2 -vh)-

2δtc􀮨(un
h,

 

uh
n+

1
2,

 

uh
n+

1
2 -vh)-2δt(rn+1

d ,
 

∇·(un+1-wh))+

2δt(∇·en+1
d ,

 

pn+1-qh)+2δt
 

G(e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)-

2δt
 

G(u
n+

1
2,

 

u
n+

1
2 -vh) (22)

下面对(22)式右端各项估计:

2(e
n+

1
2

d -en
d,

 

u
n+

1
2 -vh)≤

1
2‖e

n+
1
2

d -en
d‖20+c‖u

n+
1
2 -vh‖20

2δtν(∇e
n+

1
2

d
,

 

∇(u
n+

1
2 -vh))≤2δtν‖e

n+
1
2

d ‖20‖∇(u
n+

1
2 -vh)‖20 ≤
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δtν
7
(‖en+1

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20)+cδt‖∇(u

n+
1
2 -vh)‖20

2(en+1
d -e

n+
1
2

d
,

 

un+1-wh)≤
1
2‖e

n+
1
2

d -en
d‖20+c‖u

n+
1
2 -wh‖20

2δtν(∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
),

 

∇(u
n+

1
2 -vh))≤2δtν‖∇(e

n+
1
2

d -en
d)‖0‖∇(un+1-wh)‖0 ≤

δtν
7
(‖∇(en+1

d -e
n+

1
2

d
)‖20)+cδt‖∇(un+1-wh)‖20-2δt(rn+1

d ,
 

∇·(un+1-wh))=

-2δt(pn+1-qh,
 

∇·(un+1-wh))+2δt(pn+1
h -qh,

 

∇·(un+1-wh))≤
δt‖pn+1

h -qh‖20+cδt‖un+1-wh‖21 (23)

因为 ∇·un+1=0且wh ∈ker(Bh).

2δt(∇·en+1
d ,

 

pn+1-qh)≤cδt‖pn+1
h -qh‖20+

δtν
7‖∇e

n+
1
2

d ‖20

2δt
 

G(e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)≤2δtα‖e

n+
1
2

d ‖0‖un+1-vh‖0 ≤

δt‖e
n+

1
2

d ‖20+cα2δt‖∇(un+1-vh)‖20-2δt
 

G(u
n+

1
2,

 

u
n+

1
2 -vh)≤

δt‖u
n+

1
2‖20+cα2δt‖∇(un+1-vh)‖20 (24)

对于三线性项有:

2δt(c􀮨(un,
 

u
n+

1
2,

 

uh
n+

1
2 -vh)-c􀮨(un

h,
 

uh
n+

1
2,

 

uh
n+

1
2 -vh))=

2δt(-c􀮨(un
h,

 

e
n+

1
2

d
,

 

e
n+

1
2

d
)+c􀮨(un

h,
 

e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)-

c􀮨(en
d,

 

u
n+

1
2,

 

e
n+

1
2

d
)+c􀮨(en

d,
 

u
n+

1
2,

 

u
n+

1
2 -vh)) (25)

在(25)式中右端第一项为0,
 

对其余各项估计:

2δtc􀮨(un
h,

 

e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)=

-2δtc􀮨(en
d,

 

e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)+2δtc􀮨(un,

 

e
n+

1
2

d
,

 

u
n+

1
2 -vh)≤

cνδt(‖en
d‖1‖e

n+
1
2

d ‖1‖u
n+

1
2 -vh‖1+‖un‖1‖e

n+
1
2

d ‖1‖u
n+

1
2 -vh‖1)≤

cνδt‖u
n+

1
2 -vh‖1(‖en

d‖21+‖e
n+

1
2

d ‖21+‖en+1
d -e

n+
1
2

d ‖21)+
δtν
7‖∇e

n+
1
2

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20+cδt‖u

n+
1
2 -vh‖21 (26)

由定理1可知,
 

‖ec
n+

1
2‖1 ≤Cδt

1
2,

 

且由(R1)可得:

-2δtc􀮨(en
d,

 

u
n+

1
2,

 

e
n+

1
2

d
)=

2δtc􀮨(en
d,

 

e
n+

1
2

d
,

 

e
n+

1
2

d
)-2δtc􀮨(en

d,
 

u(tn +1),
 

e
n+

1
2

d
)≤

cδt‖en
d‖

1
2

1‖e
n
d‖

1
2

1‖ec
n+

1
2‖1‖e

n+
1
2

d ‖1+cδt‖en
d‖0‖u(tn +1)‖2‖e

n+
1
2

d ‖1 ≤

cδt
3
2‖en

d‖
1
2

1‖e
n
d‖

1
2

1‖ec
n+

1
2‖1+‖u

n+
1
2 -vh‖1(‖en

d‖21+cδt‖en
d‖0‖e

n+
1
2

d ‖1)≤

cδt2‖en
d‖0‖en

d‖1+
δtν
7
(‖∇e

n+
1
2

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20)+

cδt‖en
d‖20+

δtν
7
(‖∇e

n+
1
2

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20)≤

δt‖en
d‖20+νδt3‖en

d‖21+
δtν
7
(‖∇e

n+
1
2

d ‖20+‖∇(en+1
d -e

n+
1
2

d
)‖20) (27)
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同理,
 

可得:

2δtc􀮨(en
d,

 

u
n+

1
2,

 

u
n+

1
2 -vh)=

-2δt(c􀮨(en
d,

 

ec
n+

1
2,

 

u
n+

1
2 -vh)+c􀮨(en

d,
 

u(tn +1),
 

u
n+

1
2 -vh))≤

Cδt‖en
d‖20+νδt3‖en

d‖21+Cδt‖u
n+

1
2 -vh‖21 (28)

将(23),(24),(26),(27),(28)式代入(22)式,
 

并且两边同时取下确界可得:

‖e
n+

1
2

d ‖20-‖en
d‖20+‖e

n+
1
2

d -en
d‖20+‖en+1

d -e
n+

1
2

d ‖20+

νδt
 

(‖en+1
d ‖21+‖e

n+
1
2

d ‖21+‖en+1
d -e

n+
1
2

d ‖21)≤

Ch2(En(h))2+Cδt(En(h))2+Cδt‖en
d‖20+νδt3‖en

d‖21+

Cνδt(En(h))(‖en
d‖21+‖en+1

d ‖21+‖en+1
d -e

n+
1
2

d ‖21)+Cα2δt(En(h))2 (29)

然后将(29)式两端从0加到N -1,
 

当时间足够小时,
 

得:

‖eN+1
d ‖20+∑

N

n=0
 

(‖e
n+

1
2

d -en
d‖20+‖en+1

d -e
n+

1
2

d ‖20)+

νδt
 

∑
N

n=0
 

(‖en+1
d ‖21+‖e

n+
1
2

d ‖21+‖en+1
d -e

n+
1
2

d ‖21)≤

C 1+
h2

δt
   (E(h))2+Cδt∑

N

n=0
 

‖en
d‖20+νδt3∑

N

n=0
 

‖en
d‖21+

C(E(h))νδt∑
N

n=0
 

(‖en+1
d ‖21+‖en+1

d -e
n+

1
2

d ‖21)+Cα2(E(h))2

对于足够小的δt和h,
 

由离散的Gronwall引理,
 

(H3)和三角不等式得证定理2成立.
结合定理1和定理2,

 

我们可估计

en+1=u(tn+1)-un+1
h =en+1

c +en+1
d

  推论  设(R1),(R2b),(R3),(H1),(H2)和(H3)成立,
 

设对于所有的n=0,…,
T
δt
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1,
 

un+1,

u
n+

1
2 ∈Hk(Ω)和pn+1∈Hk-1(Ω)且一致有界,

 

那么对于n=0,…,
T
δt
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1,
 

以及足够小的δt>0和h,
 

有如下估计:

‖eN+1‖20+δtν∑
N

n=0
 

‖en+1‖21 ≤C(δt2+h2k)

4 数值实验

利用FreeFem++软件[11]进行一些实验验证理论预测的正确性.
4.1 解析解

选择Navier-Stokes方程的精确解为:

u1=10x2(x-1)2y(y-1)(2y-1)exp(-t)

u2=-10x(x-1)(2x-1)y2(y-1)2exp(-t)

p=10(3x2+3y2-2)exp(-t)
其中解的区域Ω=[0,

 

1]×[0,
 

1]⊂R2,
 

在这个问题中Pb
1-P1 元用于空间离散,

 

并且取ν=1.0×10-7,
 

T=0.1,
 

α=0.1
 

h.
 

表1给出了数值结果.
 

从表1可知:
 

我们的方法对空间和时间离散是一阶收敛的,
 

同

时数值结果也表明我们的理论预测是正确的.
 

为了对比我们现在的方法和标准的有限元方法,
 

当网格尺

寸h=
1
128

,
 

时间步长Δt=
1
800

时,
 

我们分别计算ν=1,0.1,0.01,0.001时方程的解.
 

从表2可以看出

我们的有限元算子分裂算法得到的误差估计更小.

6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第41卷



表1 稳定化的有限元算子分裂算法近似解的误差

h Δt ‖∇u-∇uh‖
L2(0,

 

T;
 

L2(Ω)2)
收敛阶 计算时间/s

1
16

1
100 0.016

 

677 - 0.265

1
32

1
200 0.005

 

894
 

4 1.500
 

44 1.652

1
64

1
400 0.002

 

351
 

27 1.325
 

91 10.666

1
128

1
800 0.001

 

029
 

7 1.191
 

22 75.571

1
256

1
1

 

600 0.000
 

478
 

311 1.106
 

2 1
 

002.16

表2 有限元算子分裂算法与标准有限元法比较表

ν
标准的有限元方法

‖∇u-∇uh‖
L2(0,

 

T;
 

L2(Ω)2)
计算时间/s

有限元算子分裂算法

‖∇u-∇uh‖
L2(0,

 

T;
 

L2(Ω)2)
计算时间/s

1 0.005
 

601
 

3 80.262 0.000
 

204
 

712 79.797
0.1 0.009

 

462
 

24 66.89 0.000
 

207
 

468 82.005
0.01 0.010

 

037
 

6 81.108 0.000
 

394
 

542 82.026
0.001 0.010

 

643
 

1 71.778 0.003
 

376
 

52 80.38

4.2 圆柱绕流
考虑一个定义在Ω=[0,

 

2.2]×[0,
 

0.41]上的圆柱绕流问题,
 

其中圆心为(x,
 

y)=(0.2,
 

0.2),
 

半径
为0.05,

 

取入流速度为

u1(0,
 

y,
 

t)=u1(2.2,
 

y,
 

t)=
6

0.412
sinπt

8  y(0.41-y)

u1(0,
 

y,
 

t)=u1(2.2,
 

y,
 

t)=0
并且在其他边界上满足无滑边界条件.

在这个问题中,
 

Hood-Taylor元用于空间离散,
 

粘性系数ν=0.001,
 

网格大小为h=
1
32
,

 

稳定化参

数α=0.1h2,
 

时间步长Δt=0.001,
 

分别取得最后时刻T=4,6,7.
 

图1给出了区域Ω 的网格剖分,
 

图

2描述了算法关于动能和时间T 的关系,
 

图3对比了不同时刻的流线图.

图1 网格剖分图

图2 圆柱绕流动能与时间关系图

5 结  论

本文主要结合亚格子稳定模型和有限元算子

分裂算法,
 

理论上给出了全离散速度的误差估

计,
 

并用数值实验验证了理论的正确性和方法的

有效性.
 

对比标准的有限元方法,
 

我们的方法得

到的误差估计更小.

7第3期      
 

 刘 青,
 

等:
 

非定常Navier-Stokes方程有限元算子分裂算法



图3 当Δt=0.001时圆柱绕流的流线在不同时刻的形状
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The
 

Finite
 

Element
 

Operator
 

Splitting
 

Method
 

for
 

the
 

Incompressible
 

Navier-Stokes
 

Equations

LIU Qing, SHANG
 

Yue-qiang
School

 

of
 

Mathematics
 

and
 

Statistic,
 

Southwest
 

University,
 

Chongqing
 

400715,
 

China

Abstract:
 

Under
 

the
 

regularity
 

assumptions
 

on
 

the
 

continuous
 

solution,
 

we
 

provide
 

a
 

finite
 

element
 

opera-

tor
 

splitting
 

method
 

for
 

the
 

simulation
 

of
 

unsteady
 

incompressible
 

Navier-Stokes
 

equations,
 

which
 

is
 

based
 

on
 

the
 

subgrid
 

model.
 

It
 

is
 

a
 

two-step
 

scheme
 

in
 

which
 

the
 

nonlinearity
 

and
 

incompressibility
 

are
 

split
 

into
 

different
 

steps.
 

First,
 

a
 

linear
 

Burger's
 

system
 

is
 

solved,
 

and
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

finite
 

element
 

uh
n+12

 

is
 

ob-

tained.
 

Then
 

a
 

Stokes
 

problem
 

is
 

solved,
 

and
 

its
 

solution
 

un+1
h

 is
 

obtained.
 

We
 

derive
 

the
 

error
 

bound
 

of
 

the
 

approximate
 

velocity
 

which
 

is
 

first-order
 

in
 

time.
 

Numerical
 

experiments
 

have
 

verified
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

theoretical
 

analysis.

Key
 

words:
 

incompressible
 

flow;
 

Navier-Stokes
 

equation;
 

finite
 

element;
 

operator
 

splitting
 

method;
 

error
 

analysis
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