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分数阶微分方程奇异系统边值问题正解的存在性①
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摘要:主要讨论了一类带有奇异项的分数阶微分系统边值问题正解的存在性,
 

通过讨论格林函数的性质,
 

利用

Krasnoselskii
 

不动点定理得到该问题至少存在一个正解或两个正解的充分条件.
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分数阶微分方程的研究有着十分重要的理论意义和实际应用价值[1-11].
 

近年来,
 

分数阶微分方程已被

广泛地应用于流体力学、
 

材料力学、
 

天文学等学科.
 

随着分数阶微分方程理论的不断发展和完善,
 

分数阶

微分方程成为了科学中很多复杂现象建模的重要工具,
 

并不断展现出它独特的优势.
受文献[1-2]的启发,

 

本文利用Krasnoselskii不动点定理研究了分数阶微分方程奇异系统边值问题

Dα
0+ui(t)=λvi(t)fi(u(t))+λhi(t)   0<t<1

ui(0)=u'
i(0)=u'

i(1)=0 (1)

正解的存在性,
 

其中2<αi≤3,
 

fi:
 

[0,
 

∞) →[0,
 

∞)连续,
 

lim
u→0

 fi(u)=∞,
 

i=1,2,…,n,
 

Dα
o+ 是标

准的Riemann-Liouville型分数阶导数.

1 预备知识

引理1[6] 若g(t)∈C[0,
 

1],
 

2<α≤3,
 

分数阶微分方程

Dα
0+u(t)+g(t)=0   0<t<1

u(0)=u'(1)=u'(0)=0 (2)

的唯一解是u(t)=∫
1

0
G(t,

 

s)g(s)ds,
 

其中

G(t,
 

s)=

(1-s)α-2tα-1-(t-s)α-1

Γ(α) 0≤s≤t≤1

(1-s)α-2tα-1

Γ(α) 0≤t≤s≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  引理2[6] 函数G(t,
 

s)具有性质:
 

􀃠
 

对于任意t,s∈(0,
 

1),
 

G(t,
 

s)>0;
 

􀃡
 

对于任意t,s∈(0,
 

1),
 

G(t,
 

s)≥θ(t)G(1,
 

s).
 

其中θ(t)=tα-1.
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引理3 假设g(t)∈C[0,
 

1],
 

则u(t)∈C[0,
 

1]是边值问题(2)的解当且仅当u(t)∈C[0,
 

1]是

积分方程u(t)=∫
1

0
G(t,

 

s)g(s)ds的解.

引理4[7] 设E 是Banach空间,
 

P 是E 中的锥,
 

Ω1,Ω2为E 中的有界开集且满足θ∈Ω1⊆Ω1⊆Ω2.
 

设A:
 

P ∩ (Ω2\Ω1) →P 是全连续算子,
 

如果满足下列条件之一:

􀃠
 

‖Au‖ ≥ ‖u‖(u∈P ∩∂Ω1),
 

且 ‖Au‖ ≤ ‖u‖(u∈P ∩∂Ω2);

􀃡
 

‖Au‖ ≤ ‖u‖(u∈P ∩∂Ω1),
 

且 ‖Au‖ ≥ ‖u‖(u∈P ∩∂Ω2).

则A 在P ∩ (Ω2\Ω1)中至少有一个不动点.

2 主要结论

为了方便,
 

做以下记号:

Ωr ={u∈P:
 

‖u‖ <r,
 

r>0}   ∂Ωr ={u∈P:
 

‖u‖=r,
 

r>0}

f
~

i(ω)= max
1=1,2,…,n

 

{fi(u):
 

u∈[0,
 

∞)n,
 

1≤|u|≤ω}   θ=min
t∈(0,

 

1)
 

{θ1(t),
 

θ2(t),
 

…,
 

θn(t)}

L= min
i=1,2,…,n

1
2θ∫

1

0
θi(s)Gi(1,

 

s)gi(s)ds     K =∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)ds

Mr = max
1=1,2,…,n

 

{fi(u):
 

u∈[0,
 

∞)n,
 

θr≤|u|≤r}

mr = min
1=1,2,…,n

 

{fi(u):
 

u∈[0,
 

∞)n,
 

θr≤|u|≤r}

在本文中,
 

我们给出下面的假设条件:
(A1) fi(u(t)):

 

[0,
 

∞)n →[0,
 

∞)(i=1,2,…,n)连续;

(A2) 对于任意t∈ [0,
 

1],
 

vi(t)≥0,
 

hi(t)≥0为连续函数,
 

且∫
1

0
vi(s)ds>0(i=1,2,…,n).

设X=C[0,
 

1],
 

其范数‖u‖=sup
t∈[0,

 

1]
 |u(t)|.

 

在E=X×X×…×X=Xn 中定义范数‖u‖=∑
n

i=1
 

‖ui‖,
 

则{E,
 

‖·‖}是Banach空间.
 

定义E 中的锥

P= u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈E:
 

ui(t)≥0,
 

t∈ [0,
 

1],
 

i=1,2,…,n,
 

min
t∈[0,

 

1]
 ∑
n

i=1
 

ui(t)≥θ‖u‖  
 

定义算子T=(T1,
 

T2,
 

…,
 

Tn):
 

P →E,
 

其中

Tiu(t)=λ∫
1

0
Gi(t,

 

s)(vi(s)fi(u(s))+hi(s))ds   t∈ [0,
 

1],
 

i=1,2,…,n

由引理3知,
 

算子T 的不动点即系统(1)的解,
 

解的形式为

u(t)=(u1(t),
 

u2(t),
 

…,
 

un(t))
其中

ui(t)=λ∫
1

0
Gi(t,

 

s)(vi(s)fi(u(s))+hi(s))ds   t∈ [0,
 

1],
 

i=1,2,…,n

  引理5 假设条件(A1)和(A2)成立,
 

那么算子T:
 

P →P 是全连续的.
  引理6 假设条件(A1)和(A2)成立,

 

若存在η>0,
 

1≤j≤n,
 

j∈N,
 

使得

fj(u(t))≥η∑
n

i=1
 

ui(t)   t∈ [0,
 

1],
 

u(t)=(u1(t),
 

u2(t),
 

…,
 

un(t))∈∂Ωr

那么 ‖Tu‖ ≥ληL‖u‖,
 

其中

L=
1
2θ∫

1

0
θj(s)Gj(1,

 

s)vj(s)ds

  证  对于u∈∂Ωr,
 

有

‖Tu‖ ≥ sup
t∈[0,

 

1]
 |Tju(t)|≥

1
2λ∫

1

0
θj(s)Gj(1,

 

s)(vj(s)fj(u(s))+hj(s))ds≥
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1
2λ∫

1

0
θj(s)Gj(1,

 

s)vj(s)η∑
n

i=1
 

ui(s)ds≥
1
2θλη∫

1

0
θj(s)Gj(1,

 

s)vj(s)ds‖u‖=ληL‖u‖

其中

L=
1
2θ∫

1

0
θj(s)Gj(1,

 

s)vj(s)ds

  引理7 假设条件(A1)和(A2)成立.
 

令

r>max
1
θ
,

 

2λ∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds  
若存在ε>0,

 

使得f
~

i(r)≤εr(i=1,2,…,n),
 

那么

‖Tu‖ ≤λKε‖u‖+
1
2‖u‖   u∈∂Ωr

  证  对于u∈∂Ωr,
 

有

‖Tu‖=∑
n

i=1
 

max
t∈[0,

 

1]
 
Tiu(t)≤

λ∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)fi(u(s))ds+λ∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds≤

λ∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)εrds+
r
2=λKε‖u‖+

1
2‖u‖

引理6和引理7是基于f(u)和u 的不等式.
 

与此类似,
 

可得如下结论:
引理8 假设条件(A1)和(A2)成立,

 

那么对于u∈∂Ωr,
 

有

‖Tu‖ ≥λ∑
n

i=1
 

mr

2∫
1

0
θi(s)Gi(1,

 

s)gi(s)ds

  引理9 假设条件(A1)和(A2)成立,
 

那么对于u∈∂Ωr,
 

有

‖Tu‖ ≤λ ∑
n

i=1
 

Mr∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)ds+∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds  
  定理1 假设条件(A1)和(A2)成立,

 

且lim
u→0

 fi(u)=∞
 

(i=1,2,…,n),
 

则:

􀃠
 

若lim
u→∞

 

fi(u)
u =0(i=1,2,…,n),

 

那么对于任意λ>0,
 

系统(1)有一个正解;

􀃡
 

若lim
u→∞

 

fi(u)
u =∞(i=1,2,…,n),

 

那么对于充分小的λ>0,
 

系统(1)有两个正解;

􀃢
 

若存在λ0 >0,
 

使得0<λ<λ0,
 

那么系统(1)有一个正解.

证  􀃠 由lim
u→∞

 

fi(u)
u =0,

 

可知lim
ω→∞

 

f
~

i(ω)
ω =0(i=1,2,…,n).

 

取

r2 >max
1
θ
,

 

2λ∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds  
使得

f
~

i(r2)≤εr2   i=1,2,…,n

其中ε>0,
 

且满足λKε<
1
2.

 

根据引理7,
 

可得

‖Tu‖ ≤λKε‖u‖+
1
2‖u‖ < ‖u‖   u∈􀆟Ωr

由lim
u→0

 fi(u)=∞ 知,
 

存在r1 <r2,
 

使得

fi(u)≥η|u|   i=1,2,…,n,
 

u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈E,
 

|u|≤r1
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其中η>0,
 

且满足ληL >1.
 

于是有

fi(u(t))≥η∑
n

i=1
 

ui(t)   t∈ [0,
 

1],
 

u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈∂Ωr1

根据引理6,
 

可得

‖Tu‖ ≥ληL‖u‖ > ‖u‖   u∈∂Ωr1

由引理4知,
 

存在u∈Ωr2
\Ωr1

为系统(1)的一个解.

􀃡 取0<r2 <r3,
 

则存在λ0 >0使得:

λ0 <
r2

∑
n

i=1
 

Mr2∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)ds+∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds

λ0 <
r3

∑
n

i=1
 

Mr3∫
1

0
Gi(1,

 

s)gi(s)ds+∑
n

i=1
 ∫
1

0
Gi(1,

 

s)hi(s)ds

根据引理9可得,
 

对于0<λ<λ0,
 

有‖Tu‖<‖u‖(u∈∂Ωrp
,

 

p=2,3).
 

另一方面,
 

由lim
u→0

 fi(u)=∞

和lim
u→∞

 

fi(u)
u =∞ 知,

 

存在0<r1 <r2 <r3 <r'
4 <r4,

 

使得fi(u)≥η|u|(i=1,2,…,n),
 

其中

u= (u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈E,
 

0<|u|≤r1 或|u|≥r'
4,

 

且η>0满足ληL >1.
 

于是有

fi(u(t))≥η∑
n

i=1
 

ui(t)   t∈ [0,
 

1],
 

u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈∂Ωr1

令r4=max2r3,
 1
θr'

4  ,
 

若u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈∂Ωr4
,

 

那么:

min
t∈[0,

 

1]
 ∑
n

i=1
 

ui(t)≥θ‖u‖=θr4 ≥r'
4

fi(u(t))≥η∑
n

i=1
 

ui(t)   t∈ [0,
 

1]

根据引理6,
 

可得:

‖Tu‖ ≥ληL‖u‖ > ‖u‖   u∈∂Ωr1

‖Tu‖ ≥ληL‖u‖ > ‖u‖   u∈∂Ωr4

由引理4知,
 

存在u1∈Ωr2
\Ωr1

和u2∈Ωr4
\Ωr3

为系统(1)的解,
 

且r1<‖u1‖<r2<r3<‖u2‖<r4.

􀃢 取r2 >0,
 

根据引理9可得,
 

对于0<λ<λ0,
 

有

‖Tu‖ < ‖u‖   u∈∂Ωr2

由lim
u→0

 fi(u)=∞ 知,
 

存在0<r1 <r2 使得

fi(u)≥η|u|   u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈E,
 

|u|≤r1,
 

i=1,2,…,n
其中η>0,

 

且满足ληL >1.
 

于是有

fi(u(t))≥η∑
n

i=1
 

ui(t)   t∈ [0,
 

1],
 

u=(u1,
 

u2,
 

…,
 

un)∈∂Ωr1

根据引理6可得

‖Tu‖ ≥ληL‖u‖ > ‖u‖   u∈∂Ωr1

由引理4,
 

存在u∈Ωr2
\Ωr1

为系统(1)的一个解.
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Abstract:
 

The
 

existence
 

of
 

positive
 

solutions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

fractional
 

differential
 

equations
 

with
 

singular
 

terms
 

is
 

discussed
 

in
 

this
 

paper.
 

By
 

discussing
 

the
 

properties
 

of
 

Green's
 

functions,
 

we
 

use
 

Krasnoselskii
 

fixed
 

point
 

theorem
 

to
 

obtain
 

the
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

problem
 

to
 

have
 

at
 

least
 

one
 

or
 

two
 

positive
 

solutions.
Key

 

words:
 

fractional
 

differential
 

equation;
 

singular
 

system;
 

boundary
 

value
 

problem;
 

Krasnoselskii
 

fixed
 

point
 

theorem;
 

positive
 

solution
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