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基于分块思想的Pickands型估计量①
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摘要:基于Davydov等提出的分块思想,
 

构造一类新的Pickands型估计量,
 

并证明其相合性和渐近正态性.
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设{Xn,
 

n≥1}为独立同分布随机变量序列,
 

分布函数为F(x),
 

X1,n≤X2,n≤…≤Xn,n 为其次序统

计量.
 

若存在常数an >0,
 

bn ∈R使得
 

对于非退化分布函数Gγ(x),
 

有

lim
n→∞

 
P

Xn,n -bn

an
≤x  =Gγ(x) (1)

其中:
 

Gγ(x)=e
-(1+γx)

-1γ

,
 

1+γx>0,
 

γ∈R(γ=0时,
 

Gγ(x)=e-e-x).
 

此时称F 属于极值吸引场Gγ,
 

即

F ∈D(Gγ),
 

γ 被称为极值指数.
当分布F 未知时,

 

对极值指数γ∈R,
 

文献[1]提出如下的Pickands型估计量:

γ
∧P
n:

 

=(log
 

2)-1
 

log
 
Xn-s1+1,n

-Xn-2s1+1,n

Xn-2s1+1,n
-Xn-4s1+1,n

(2)

文献[2]讨论了其相合性和渐近正态性,
 

在此基础上文献[3-4]对Pickands型估计量进行了推广.

Pickands估计量使用了较少的样本信息,
 

计算简便,
 

且具有位置和尺度不变性.
 

文献[5]提出块方法,
 

将样本分为若干块,
 

利用每块中最大的和次大的样本的比率构造估计量.
 

文献[6]从理论和模拟两方面说

明了该估计量的良好性质.
 

关于极值指数估计量及其应用的更多研究,
 

见文献[7-10].
本文将使用块方法构造新的Pickands型估计量.

 

将样本X1,X2,…,Xn 分成kn 块V1,V2,…,Vkn
,

 

使得

每一块包含m=m(n)=
n
kn




 


 个样本([x]表示取整数部分),
 

即Vj = X(j-1)m+1,
 

…,
 

Xjm  ,
 

1≤j≤kn.
 

令X(j)
1,m ≤X(j)

2,m ≤ … ≤X(j)
m,m 表示第j块m 个样本的次序统计量,

 

定义块Pickands型估计量为:

γ
∧Q
n:

 

=(log
 

2)-1
 1
kn
∑
kn

j=1
 

log
 X

(j)
m-s+1,m -X

(j)
m-2s+1,m

X
(j)
m-2s+1,m -X

(j)
m-4s+1,m
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其中m >s=s(n)∈N+ 且满足n→ ∞ 时,

m=m(n)=
n
kn

 




 


 → ∞   s→ ∞   
s
m →0 (3)

在上述条件下,
 

主要讨论kn(n)→ ∞ 和kn(n)≡k(常数)两种情况下γ
∧Q
n 的相合性和渐近正态性.

1 相合性与渐近正态性

令U=
1

1-F  
←

为 1
1-F

的广义逆.
 

(1)式成立当且仅当存在辅助函数a(t)>0使得

lim
t→∞

 
R(t,

 

x)=Dγ(x)   γ∈R (4)

对x>0局部一致成立,
 

其中R(t,
 

x):
 

=
U(tx)-U(t)

a(t)
,

 

Dγ(x)=
xγ -1

γ
(γ=0时,

 

Dγ(x)=log
 

x).
 

由

文献[11]易知

lim
t→∞

U(tx)-U(t)
U(ty)-U(t)=

Dγ(x)
Dγ(y)

(5)

对于x,y>0,
 

y≠1局部一致成立.

{En,
 

n≥1}是独立同分布序列,
 

均服从标准指数分布.
 

{Yn,
 

n≥1}是分布函数F(x)=1-
1
x
(x≥

1)的独立同分布序列.
 

E(j)
1,m ≤E(j)

2,m ≤ … ≤E(j)
m,m 和Y(j)

1,m ≤Y(j)
2,m ≤ … ≤Y(j)

m,m 分别是两组序列第j组样本

的次序统计量.
 

易知对j=1,2,…,kn,

X(j)
i,m  m

i=1=
d U e

E(j)i,m    m
i=1=

d U Y(j)
i,m    m

i=1 (6)

对于kn → ∞ 和kn ≡k两种情况,
 

γ
∧Q
n 具有相同的相合性性质:

定理1(弱收敛性) 若(1)和(3)式成立,
 

则γ
∧Q
n

P
→γ(n→ ∞).

定理2(强收敛性) 若(1)和(3)式成立,
 

且 s
log

 

log
 

m → ∞,
 

则γ
∧Q
n

 

a.s.
→γ(n→ ∞).

为进一步探究γ
∧Q
n 的渐近分布,

 

假设存在辅助函数A(t)→0(t→ ∞)且无限远处恒正或恒负,
 

使

得当t→ ∞ 时,

lim
t→∞

R(t,
 

x)-Dγ(x)
A(t) =Ψγ,ρ(x)   ρ≤0   γ∈R (7)

对于x >0局部一致成立,
 

其中

Ψγ,ρ(x)=

xγ+ρ -1
γ+ρ

γ+ρ≠0,
 

ρ<0

log
 

x γ+ρ=0,
 

ρ<0

1
γ

 

xγ
 

log
 

x ρ=0≠γ

1
2
(log

 

x)2 ρ=0=γ

















即U 是二阶正规变换函数.
 

由文献[12]推论2.3.6和注记B.3.8可知,
 

对于任意ε,δ>0,
 

存在t0=t0(ε,
 

δ)使得当tx ≥
 

t0 时,

R(t,
 

x)-Dγ(x)
A(t) -Ψγ,ρ(x)≤ε

 

xγ+ρ
 

max(xδ,
 

x-δ) (8)
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  定理3 假设(3)和(7)式成立.
 

若n → ∞ 时,
 

kn → ∞,
 kn

s(n)→0
,

 

knsA n
2skn  →λ1 ∈R,

 

则

kns(γ
∧Q
n -γ)

d
→N(μλ1,

 

σ2),
 

其中

σ2=
γ2

 

(22γ+1+1)
2(2γ -1)log

 

2  2

μ=
-ρ
log

 

2
 1-2-ρ

-ρ
 γ
2γ -1

 2γ+ρ -1
γ+ρ ρ<0

1 ρ=0










  定理4 假设(3)与(7)式成立.
 

若kn ≡k < ∞ 且 sA n
2ks  →λ2 ∈ R,

 

则 s(γ
∧Q
n -γ)

d
→

N μλ2,
 σ2

k  .
 

其中μ 和σ2 同定理3.

注1 若kn =1,
 

此时γ
∧Q
n 就是Pickands估计量(2)式,

 

进一步在定理4中令λ2=0,
 

可得到与文献[2]

相同的渐近性质.

2 定理的证明

定理1的证明  设(1)和(3)式成立,
 

对于j=1,2,…,kn,
 Y

(j)
m-s+1,m

Y
(j)
m-2s+1,m

=
de

(E(j)m-s+1,m-E(j)m-2s+1,m
)
=
dY(j)

s,
 

2s-1
 

P
→2

成立(见文献[2]之推论2.1)且E|Y(j)
s,

 

2s-1|< ∞,
 

由(5)和(6)式知,
 

n→ ∞ 时

γ
∧Q
n=

d 1
log

 

2
 1
kn
∑
kn

j=1
 

log
 U(Y

(j)
m-s+1,m

)-U(Y
(j)
m-2s+1,m

)

U(Y
(j)
m-2s+1,m

)-U(Y
(j)
m-4s+1,m

)=

1
log

 

2
 1
kn
∑
kn

j=1
 

log
  Y

(j)
s,

 

2s-1  γ -1
1- Y

(j)
2s,

 

4s-1  -γ
(1+op(1))

P
→γ

定理证毕.
定理2的证明  若s满足定理2的条件,

 

则

Em-s+1,m +log
 s(n)
m(n)→0

 

a.s.

相似于定理1的证明,
 

定理2得证.
定理3的证明  若(3)和(7)式成立,

 

定义

ε(t,
 

x):
 

=
R(t,

 

x)-Dγ(x)
A(t) -Ψγ,ρ(x)

当n→ ∞ 时,
 

由文献[2]的定理2.1知,

Xm-s+1,m -Xm-2s+1,m

Xm-2s+1,m -Xm-4s+1,m

P
→2γ

由于(4)式局部一致成立,
 

利用泰勒展式、
 

(6)式和Smirnov引理[12],
 

有

kns(γ
∧Q
n -γ)=

1
2γlog

 

2

  s
kn
∑
kn

j=1
  

X
(j)
m-s+1,m -X

(j)
m-2s+1,m

X
(j)
m-2s+1,m -X

(j)
m-4s+1,m

-2γ  (1+op(1))=
d

1
2γlog

 

2

  s
kn
∑
kn

j=1
  

U Y
(j)
m-s+1,m  -U Y

(j)
m-2s+1,m  

U Y
(j)
m-2s+1,m  -U

 

Y
(j)
m-4s+1,m  





 -
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2γ
U Y

(j)
m-2s+1,m  -U Y

(j)
m-4s+1,m  

U Y
(j)
m-2s+1,m  -U Y

(j)
m-4s+1,m  





 (1+op(1))=

1
2γlog

 

2

  s
kn
∑
kn

j=1
  

R Y(j)
m-2s+1,m,

 

Y(j)
s,

 

2s-1  +2γ
 

R Y(j)
m-2s+1,m,

 

Y(j)
2s,

 

4s-1  -1    ·

a Y
(j)
m-2s+1,m  

U Y
(j)
m-2s+1,m  -U Y

(j)
m-4s+1,m  

(1+op(1))=

γ
(2γ -1)

 

log
 

2

  s
kn
∑
kn

j=1
  

R Y(j)
m-2s+1,m,

 

Y(j)
s,

 

2s-1  +2γ
 

R Y(j)
m-2s+1,m,

 

Y(j)
2s,

 

4s-1  -1    (1+op(1))=

γ
(2γ -1)

 

log
 

2

  s
kn
∑
kn

j=1
 

{
 

Dγ Y(j)
s,

 

2s-1  +2γDγ Y(j)
2s,

 

4s-1  -1    +

A m
2s  Ψγ,ρ Y(j)

s,
 

2s-1  +2γΨγ,ρ Y(j)
2s,

 

4s-1  -1    (1+op(1))+

A m
2s  εY(j)

m-2s+1,m,
 

Y(j)
s,

 

2s-1  +2γεY(j)
m-2s+1,m,

 

Y(j)
2s,

 

4s-1  -1    (1+op(1)) (1+op(1))=:

γ
(2γ -1)

 

log
 

2
 s

kn
∑
kn

j=1
 

B(j)+C(j)+D(j)  (1+op(1)) (9)

根据γ 和ρ的不同,
 

应分类对(9)式各部分进行讨论,
 

在此只证明γ+ρ≠0,
 

ρ<0且γ≠0的情况,
 

其他

情况类似可证.
 

由文献[2]之推论2.1,
 

将e
γ E(j)m-s+1,m-E(j)m-2s+1,m  

在log
 

2处泰勒展开有
 

s
kn
∑
kn

j=1
 

B(j)=
 s

kn
∑
kn

j=1
  

2γR(j)
n -Q(j)

n  (1+op(1)) (10)

其中R(j)
n =E(j)

m-s+1,m -E(j)
m-2s+1,m -log

 

2,
 

Q(j)
n =E(j)

m-2s+1,m -E(j)
m-4s+1,m -log

 

2,
 

j=1,2,…,kn.

由文献[2]定理2.3的证明易知,
 

(10)式中R(j)
n 和Q(j)

n (j=1,2,…,kn)相互独立,
 

且由

E(j)
m-s+1,m -E(j)

m-s,m  m-1
s=1=

d Es
(j)

s  
m-1

s=1

E(j)
0,m =0

得

R(j)
n =

d∑
2s-1

l=s

El
(j)-1
l +∑

2s-1

l=s

1
l -log

 

2

记Rn:
 

=
 s

kn
∑
kn

j=1
 ∑
2s-1

l=s

El
(j)-1
l

的特征函数为

fn,Rn
(t)=

 

∏
2s-1

l=s
 

Ee
it

  s
kn

 

El-1

l  
  

kn

由泰勒展式知,

log
 

fn,Rn
(t)=kn∑

2s-1

l=s
 

log
 

1-
t2s
2

 

kn

1
l2

+O
s2

k2nl
4  

 





 




 =

kn∑
2s-1

l=s
 

-
t2s
2

 

kn

1
l2

+O
1

s2k2n  
 





 




 (1+o(1))

同理,
 

Qn:
 

=
 s

kn
∑
kn

j=1
∑
4s-1

l=2s

El
(j)-1
l

的特征函数fn,Qn
(t)具有如下性质:
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log
 

fn,Qn
(t)=kn∑

4s-1

l=2s
 

-
t2s
2

 

kn

1
l2

+O
1

s2k2n  
 





 




 (1+o(1))

由于R(j)
n 和Q(j)

n (j=1,2,…,kn)相互独立,
 

2γRn -Qn 的特征函数fn(t)具有如下性质:

log
 

fn(t)=kn 22γ
 

∑
2s-1

l=s
 

-
t2s
2

 

kn

1
l2  +∑

4s-1

l=2s
 

-
t2s
2

 

kn

1
l2  




 




 +O 1

skn  
注意到

1
s -

1
2s=∑

2s-1

l=s

1
l(l+1)<∑

2s-1

l=s
 

1
l2
<∑

2s-1

l=s

1
l(l-1)=

1
s-1-

1
2s-1

所以n→ ∞ 时,

log
 

fn(t)→-
t2

2 2
2γ-1+

1
4  

 

i.e.
 

fn(t)→e
-
t2

2 22γ-1+
1
4  

由于 kns ∑
2s-1

l=s

1
l -log

 

2  →0, 

由Slutsky定理[13]知,

s
kn
∑
kn

j=1
 

B(j) d
→N 0,

 22γ+1+1
4  (11)

对于ρ<0且γ+ρ≠0,
 

因为n→ ∞ 时Y(j)
s,

 

2s-1
P
→2(j=1,2,…,kn),

 

有

s
kn
∑
kn

j=1
 

C(j)(1+op(1))=

A m
2s  

 

s
kn
∑
kn

j=1
  

Y
(j)
s,

 

2s-1  γ+ρ -1
γ+ρ

+2γ
 Y
(j)
2s,

 

4s-1  -(γ+ρ)-1
γ+ρ

 



 




 (1+op(1))=

2γ+ρ -1  1-2-ρ  
γ+ρ

 

knsA m
2s  (1+op(1)) (12)

由(8)式可知,
 

对于足够大的t,
 

ε(t,
 

x)有界且局部一致收敛到0,
 

所以

s
kn
∑
kn

j=1
 

D(j)(1+op(1))=op knsA m
2s    (13)

设 knsA m
2s  →λ1,

 

根据(9),(11)-(13)式可得当n→ ∞ 时

kns(γ
∧Q
n -γ)

d
→N(μλ1,

 

σ2)

定理证毕.
定理4的证明类似定理3,

 

此处省略.
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Abstract:
 

Based
 

on
 

the
 

block
 

method
 

proposed
 

by
 

Davydov
 

et
 

al.,
 

we
 

propose
 

in
 

this
 

paper
 

a
 

new
 

Pic-

kands-type
 

estimator.
 

The
 

asymptotic
 

properties
 

of
 

the
 

new
 

estimator,
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as
 

its
 

consistency
 

and
 

asymp-

totic
 

normality,
 

are
 

derived
 

under
 

some
 

regular
 

conditions.
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asymptotic
 

normality
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