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最优控制问题的Tikhonov正则化①
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摘要:主要研究了约束线性二次最优控制问题.
 

通过一阶最优性条件将它等价地转化为单调变分不等式问题,
 

并

利用变分不等式的Tikhonov正则化方法研究了约束线性二次最优控制问题的正则化,
 

证明了扰动问题的解收敛到

原问题的最小范数解.
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在本文中,
 

设控制系统为

x
·
(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t),

 

t∈ [0,
 

T]

x(0)=x0 (1)

性能指标为

J(u(·))=
1
2∫

T

0
 

[<R(t)x(t),
 

x(t)>+2<M(t)x(t),
 

u(t)>+<N(t)u(t),
 

u(t)>]dt+
1
2
<Gx(T),

 

x(T)>

设A(·)∈L∞([0,
 

T];
 

Rn×n),
 

B(·)∈L∞([0,
 

T];
 

Rn×m),
 

R(·)∈L∞([0,
 

T];
 

Sn),
 

M(·)∈L∞([0,
 

T];
 

Rm×n),
 

N(·)∈L∞([0,
 

T];
 

Sm),
 

G ∈Sn
+,

 

并且R(·),
 

M(·),
 

N(·)满足

R(·) M(·)

M(·)T N(·)  ∈L∞([0,
 

T];
 

Sn+m
+ )

其中:
 

Sn 表示n×n 阶对称矩阵全体,
 

Sn
+ 表示n×n 阶半正定对称矩阵全体.

设控制集U 为Rm 中的有界闭凸集,
 

可行控制集Uad 定义为

Uad:
 

={u(·):
 

[0,
 

T] →U|u(·)Lebesgue可测}
由以上假设知J(u(·))为凸函数.

本文考虑的约束线性二次最优控制问题(CLQ)为:
 

求u(·)∈Uad,
 

使得

J(u(·))= inf
u(·)∈Uad

 

J(u(·)) (2)

满足(2)式的u(·)和(1)式关于u(·)的解x(·)组成的(x(·),
 

u(·))称为最优对.
由Pontryagin最大值原理[1],

 

最优对(x(·),
 

u(·))若存在,
 

必满足一阶最优性条件:

x
·

(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t)

p(t)=-A(t)Tp(t)+R(t)x(t)+M(t)Tu(t)

x(0)=x0,
 

p(T)=-Gx(T)

∫
T

0
<B(t)Tp(t)-M(t)x(t)-N(t)u(t),

 

v(t)-u(t)>dt≤0   ∀v(·)
 

∈Uad














(3)
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其中

p(t)=-A(t)Tp(t)+R(t)x(t)+M(t)Tu(t)

p(T)=-Gx(T) (4)

称为伴随方程.
在L2 上定义范数 ‖·‖2 和内积<φ,

 

ψ>L2,

‖φ‖2:
 

=(∫
T

0
 |φ(t)|2dt)

1
2   <φ,

 

ψ>L2:
 

=∫
T

0
<φ(t),

 

ψ(t)>dt

  设xu(·)为(1)式中微分方程关于u(·)的解,
 

pu(·)为(4)式中伴随方程关于u(·)和xu(·)
的解.

 

定义映射F·:
 

Uad →L2(0,
 

T;
 

Rm)

Fu(·)=-B(·)Tpu(·)+M(·)xu(·)+N(·)u(·) (5)
于是(3)式可转化为抽象变分不等式VI(F,

 

Uad):
 

求解u
 

∈Uad 使得

<Fu,
 

v-u>L2(0, 

T;
 

Rm)≥0   ∀v
 

∈Uad

  这样,
 

一阶必要性条件可等价写成变分不等式VI(F,
 

Uad)的形式,
 

而在凸性的条件下,
 

一阶必要条件

为充要条件(定理2),
 

故可以将最优控制问题等价转化为变分不等式问题.
 

进而利用变分不等式问题的

Tikhonov正则化方法来证明CLQ问题的正则性.

1 预备知识

变分不等式是研究偏微分方程,
 

最优控制等的工具.
 

经过几十年的研究,
 

变分不等式理论和算法得到

了很好的完善和发展[2-4].
 

在本节中我们列出本文用到的变分不等式理论中的相关结论.
定义1[2] 设X 为Hilbert空间,

 

其上赋予内积<·,
 

·>X 和范数 ‖·‖X.
 

K 为X 中的非空闭凸子集,
 

F:
 

K →X 为给定的映射,
 

变分不等式问题VI(F,
 

K)定义为:
 

求解u∈K 使得

<Fu,
 

v-u>X ≥0   ∀v
 

∈K
  定义2[2] 设K 为Hilbert空间X 中的非空闭凸子集,

 

F:
 

K →X 称为

  
 

单调映射,
 

若对于任意的u,
 

v
 

∈K 有

<Fu-Fv,
 

u-v>X ≥0
  

 

强单调映射,
 

若存在常数μ >0,
 

使得对任意的u,v
 

∈K 有

<Fu-Fv,
 

u-v>X ≥μ‖u-v‖2X
  引理1[2] 设K 为Hilbert空间X 中的非空有界闭凸集,

 

若F:
 

K →X 连续且单调,
 

则变分不等式

VI(F,
 

K)有解.
 

此外,
 

若F 强单调,
 

则变分不等式VI(F,
 

K)有唯一解.
  引理2[2] 设K 为Hilbert空间X 中的非空闭凸集,

 

若F:
 

K →X 连续且强单调,
 

则变分不等式

VI(F,
 

K)存在唯一解.
  引理3[5] 设K 为Hilbert空间X 中的非空闭凸集,

 

若F:
 

K →X 连续且单调,
 

则u是变分不等式

VI(F,
 

K)的解当且仅当u 是对偶变分不等式的解:
 

求解u∈K 使得

<Fv,
 

v-u>X ≥0   ∀v
 

∈K
  在变分不等式理论中,

 

如果F 只是单调的而不是强单调的,
 

变分不等式的解可能不唯一.
 

处理这类问

题的思路之一是在F 上增加扰动εI使它强单调,
 

利用扰动强单调变分不等式的解来逼近原问题的解.
 

于是

学者们引入了变分不等式的Tikhonov正则化理论[6-9].
  设K 为Hilbert空间X 中的非空闭凸集,

 

F:
 

K →X 连续且单调,
 

对任意的ε>0,
 

定义扰动变分不

等式VI(F+εI,
 

K):
 

求解uε ∈K 使得

<Fuε +εuε,
 

v-uε>X ≥0   ∀v
 

∈K
称上述扰动问题为原问题的Tikhonov正则化问题.

 

由假设,
 

对任意的ε>0,
 

扰动变分不等式VI(F+εI,
 

K)有唯一解uε.
 

称集合{uε}ε>0 为原变分不等式VI(F,
 

K)的Tikhonov正则化轨道.
下面这个定理说明扰动问题的解收敛到原问题的最小范数解.
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定理1[2] 设K 为Hilbert空间X中的非空闭凸集,
 

若F:
 

K →X连续且单调,
 

且变分不等式VI(F,
 

K)的解集非空,
 

则


 

‖uε‖X ≤ ‖u‖X,
 

其中u 为变分不等式VI(F,
 

K)的最小范数解;


 

uε 在X 上收敛于u.

2 主要结果

首先证明在一定的条件下,
 

一阶最优性条件(3)和CLQ问题(2)等价.
定理2 若存在可行控制u(·)∈Uad 满足一阶最优性条件(3),

 

则u(·)为CLQ问题(2)的最优控制.
证  由于U 为Rm 中的闭凸集,

 

容易验证Uad 为L2(0,
 

T;
 

Rm)中的闭凸集.
 

对任意的可行控制u(·)∈
Uad,

 

定义

uλ(·)=u(·)+λ(u(·)-u(·))∈Uad

其中λ∈ (0,
 

1).
 

设xλ(·)为微分方程(1)关于uλ(·)的解,
 

并记δx(·)=xλ(·)-x(·),
 

则δx(·)满足

δx
·
(t)=A(t)δx(t)+λB(t)(u(t)-u(t)),

 

t∈ [0,
 

T]

δx(0)=0 (6)

设p(t)为如下方程的解:

p(t)=-A(t)Tp(t)+R(t)x(t)+M(t)Tu(t)

p(T)=-Gx(T) (7)

由J(u(·))为凸函数可得

J(u(·))-J(u(·))≥
J(uλ(·))-J(u(·))

λ =

∫
T

0
<R(t)x(t)+M(t)Tu(t),

 δx(t)
λ

>dt+∫
T

0
<M(t)x(t)+N(t)u(t),

 

u(t)-

u(t)>dt+<Gx(T),
 δx(T)

λ
>+(1)=

∫
T

0
<p(t),

 δx(t)
λ

>dt+∫
T

0
<A(t)Tp(t),

 δx(t)
λ

>dt+

∫
T

0
<M(t)x(t)+N(t)u(t),

 

u(t)-u(t)>dt+<Gx(T),
 δx(T)

λ
>+(1)=

-∫
T

0
<p(t),

 δx
·
(t)
λ

>dt+∫
T

0
<A(t)Tp(t),

 δx(t)
λ

>dt+

∫
T

0
<M(t)x(t)+N(t)u(t),

 

u(t)-u(t)>dt+(1)=

∫
T

0
<-B(t)Tp(t)+M(t)x(t)+N(t)u(t),

 

u(t)-u(t)>dt+(1)≥

(1)
令λ →0+,

 

得到J(u(·))-J(u(·))≥0.
 

由u(·)∈Uad 的任意性,
 

u(·)为CLQ问题(2)的最优控制.
定理3 设F 为(4)式中定义的映射,

 

则存在常数L ≥0使得

‖Fu1-Fu2‖2 ≤L‖u1-u2‖2   ∀u1,u2 ∈Uad (8)
并且,

<Fu1-Fu2,
 

u1-u2>L2(0, 

T;
 

Rm)≥0   ∀u1,u2 ∈Uad (9)

  证  对任意u1,u2 ∈Uad,
 

记

δu(·)=u1(·)-u2(·)   δx(·)=x1(·)-x2(·)
其中x1(·),x2(·)为方程(1)关于u1(·),u2(·)的解,

 

记δp(·)=p1(·)-p2(·),
 

其中p1(·)是方程(6)关
于(x1(·),

 

u1(·))的解,
 

p2(·)是方程(6)关于(x2(·),
 

u2(·))的解.
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由关于δx(·)的微分方程的先验估计,
 

存在常数C1 ≥0使得

‖δx(t)‖2 ≤C1‖δu(t)‖2 (10)
类似地,

 

由关于δp(·)的微分方程解的先验估计,
 

存在常数C2 ≥0使得

‖δp(t)‖2 ≤C‖R(t)δx(t)+M(t)δu(t)‖2 ≤C2‖δu(t)‖2 (11)
由(10),(11)式可得,

 

存在常数L ≥0使得

‖Fu1-Fu2‖2=‖-B(t)Tδp(t)+M(t)δx(t)+N(t)δu(t)‖2 ≤L‖u1-u2‖2
于是(8)式成立,

 

下面证明(9)式.
由于δx(t)满足微分方程

δx
·
(t)=A(t)δx(t)+λB(t)(u1(t)-u2(t))

δx(0)=0 (12)

并且p2(t)满足

p2(t)=-A(t)Tp2(t)+R(t)x2(t)+M(t)Tu2(t)

p2(T)=-Gx2(T) (13)

类似于前面的推导过程,
 

可得
 

J(u1(·))-J(u2(·))≥
J(u2(·)+λ(u1(·)-u2(·))-J(u2(·))

λ =

∫
T

0
<-B(t)Tp2(t)+M(t)x2(t)+N(t)u2(t),

 

u1(t)-u2(t)>dt+(1)

令λ →0+,
 

得到

J(u1(·))-J(u2(·))≥∫
T

0
<Fu2(t),

 

u1(t)-u2(t)>dt (14)

相应地,
 

可得

J(u2(·))-J(u1(·))≥∫
T

0
<Fu1(t),

 

u2(t)-u1(t)>dt (15)

结合(14),(15)式,
 

可得

∫
T

0
<Fu2(t)-Fu1(t),

 

u2(t)-u1(t)>dt≥0   ∀u1(·),u2(·)∈Uad

即F 单调.
下面研究CLQ问题的Tikhonov正则化.

 

设ε>0,
 

定义关于性能指标的Tikhonov正则化扰动

Jε(u(·))=J(u(·))+
ε
2∫

T

0
 |u(t)|2dt

则CLQ问题的Tikhonov正则化扰动问题(TRCLQ)为:
 

求uε(·)∈Uad,
 

使得

Jε(uε(·))= inf
u(·)∈Uad

 

Jε(u(·)) (16)

由前面的讨论,
 

uε(·)是扰动问题(16)的解当且仅当uε(·)满足一阶最优性条件:

x
·ε(t)=A(t)xε(t)+B(t)uε(t)

p
·
(t)=-A(t)Tp(t)+R(t)xε(t)+M(t)Tuε(t)

xε(0)=x0,
 

p(T)=-Gxε(T)

∫
T

0
<B(t)Tp(t)-M(t)xε(t)-N(t)uε(t)-εuε(t),

 

v(t)-uε(t)>dt≤0   ∀v(·)
 

∈Uad














进一步,
 

一阶最优条件(17)可转化为变分不等式问题VI(F+εI,
 

Uad):
 

求解uε(·)∈Uad 使得

<Fuε +εuε,
 

v-uε>
L2(0,

 

T;
 

Rm)≥0   ∀v
 

∈Uad

其中F 由(5)式定义.
下面证明CLQ问题的Tikhonov正则化轨道{uε}ε>0 收敛.
定理4 设控制集U 是Rm 中的紧凸集,

 

则CLQ问题(2)有唯一最小范数解,
 

并且其Tikhonov正则化
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扰动问题(16)的解收敛到原问题的最小范数解.
证  U 是Rm 中的紧凸集,

 

则可行控制Uad 是L2(0,
 

T;
 

Rm)中的弱紧凸集.
 

由定理3可以知道F单调,
 

由引理1,
 

变分不等式VI(F,
 

Uad)解集非空闭凸.
 

故VI(F,
 

Uad)有唯一最小范数解.
 

由定理2,
 

VI(F,
 

Uad)的最小范数解也是CLQ问题的最小范数解.
 

因此CLQ问题(2)有唯一最小范数解.
 

Tikhonov正则化

扰动问题(16)的解收敛到原问题的最小范数解直接由定理1得到.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

problem
 

of
 

linear
 

quadratic
 

(LQ)
 

optimal
 

control
 

with
 

constraint
 

is
 

discussed.
 

First,
 

this
 

problem
 

is
 

equivalently
 

converted
 

to
 

a
 

monotonic
 

variational
 

inequality
 

problem
 

through
 

first-
order

 

optimality
 

conditions.
 

Then,
 

by
 

the
 

Tikhonov
 

regularization
 

method
 

of
 

variational
 

inequalities,
 

the
 

regularization
 

of
 

the
 

problem
 

is
 

studied.
 

Finally,
 

we
 

prove
 

that
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

perturbation
 

problem
 

converges
 

to
 

the
 

minimum
 

norm
 

solution
 

of
 

the
 

original
 

problem.
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