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摘要椇设 斄表示在单位圆盘斈椊 楙椇旤 旤椉棻楜内解析且满足 棬棸棭椊 棬棸棭棴棻椊棸的函数类棶首先棳引入了与贝

努利双纽线有关且具有共轭点的广义解析函数类 灣棬棳 棭椇
灣棬棳 棭椊
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棽棬 棬棭棲 棬棭棭棲棬 棴 棭棬 棬棭棲 棬棭棭棲棬棻棴 棲 棭棬 棬棭棲 棬棭棭灮 棻棲 棳 暿斈楙 楜

然后棳讨论了此类函数的三阶 斎斸旑旊斿旍行列式 棾棬棻棭棳得到其上界估计棶
关暋键暋词椇解析函数椈共轭点椈三阶 斎斸旑旊斿旍行列式椈贝努利双纽线椈上界
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设斆表示复数集棳斄表示单位圆盘斈椊楙 暿斆椇旤 旤椉棻楜内单叶解析且具有如下形式椇
棬棭椊 棲暺曓

椊棽
棬棻棭

的函数族棶
设斝表示单位圆盘斈内具有如下形式椇

棬棭椊棻棲 棻 棲 棽 棽棲 棾 棾棲暛椊棻棲暺曓

椊棻
且满足条件斠斿 棬棭椌棸的解析函数族棶

由文献椲棻椵中的结论易知棳对于函数 棬棭暿斝棳存在斢斻旇旝斸旘旡函数 棬棭棳使得 棬棭暿斝当且仅当

棬棭椊棻棲 棬棭
棻棴 棬棭棶

定义棻椲棽椵暋 设函数 棬 棭和 棬 棭在单位圆盘斈内解析棶如果存在斈内的斢斻旇旝斸旘旡函数 棬 棭棳满足

棬棸棭椊 棸棳旤 棬棭旤椉棻且 棬棭椊 棬 棬棭棭棳则称 棬棭从属于 棬棭棳记为 棬棭灮 棬棭棶特别地棳如果

棬棭在斈上是单叶的棳则 棬棭灮 棬棭棬 暿斈棭当且仅当 棬棸棭椊 棬棸棭棳 棬斈棭灱 棬斈棭棶
定义棽暋 设 灣棬棳 棭表示具有棬棻棭式的形式且满足下述条件的函数全体椇
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易知若 暿 灣棬棳 棭棳则有
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棽 棾 棬棭棲棽棬棽 棲 棴 棭棽 棬棭棲棽 棬棭
棽棬棬棭棲 棬棭棭棲棬棴 棭棬棬棭棲 棬棭棭棲棬棻棴 棲 棭棬棬棭棲 棬棭棭灮 棻棲 暋暋 暿斈 棬棽棭

暋暋 最早在文献椲棾椵中介绍了双纽线函数棳其他作者也给出了进一步的研究棳详见文献椲棿灢椀椵棶
暋暋 注意到棳若在定义棽中分别取 椊棸棳 椊 椊棸和 棴棻椊 椊棸时棳则可得如下函数类椇

灣 棬棳棸棭曉 灣 棬棭椊 暿斄椇 棽 棽 棬棭棲棽 棬棭
棬 棬棭棲 棬棭棭棲棬棻棴 棭棬 棬棭棲 棬棭棭

掛
掝
梹梹

掤
掫
梹梹

棽
棴棻 椉棻楙 楜暋暋暋 暿斈

灣棬棸棳棸棭曉 灣 椊 暿斄椇 棽 棬棭
棬棭棲 棬棭

掛
掝梹梹

掤
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棽
棴棻 椉棻楙 楜暋暋暋 暿斈

和

灣棬棻棳棸棭曉 灣棬棻棭椊 暿斄椇 棽 棬棭棲棽 棬棭
棬 棬棭棲 棬棭棭
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梹梹梹

掤
掫
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棴棻 椉棻楙 楜暋暋暋 暿斈

暋暋 文献椲椂椵定义了函数 的 阶 斎斸旑旊斿旍行列式

棬棭椊
棲棻 暛 棲 棴棻

棲棻 棲棽 暛 棲

汅 汅 汅
棲 棴棻 棲 暛 棲棽棴棽

其中 棻椊棻棳 曒棻棳 曒棻棶特别地棳有椇
棽棬棻棭椊 棻 棽

棽 棾
椊 棻 棾棴 棽棽

棽棬棽棭椊 棽 棾

棾 棿
椊 棽 棿棴 棽棾

棾棬棻棭椊
棻 棽 棾

棽 棾 棿

棾 棿 椀
因为 暿斄棳 棻椊棻棳故有

棾棬棻棭椊 棾棬棽 棿棴 棽棾棭棴 棿棬棿棴 棽 棾棭棲 椀棬棾棴 棽棽棭
易知 棾棬棻棭即为经典的斊斿旊斿旚斿灢斢旡斿旂昳不等式椲椃椵棶

近年来棳许多学者研究了各类解析函数的三阶 斎斸旑旊斿旍行列式 棾棬棻棭棳得到了其上界估计棳详见文

献椲椄灢棻棾椵棶文献椲棾椵引入了与贝努利双纽线有关的解析函数类棳许多学者对此函数类进行了进一步研

究棶如文献椲棿椵讨论了与贝努利双纽线有关的解析函数类的微分从属性质棳文献椲棻棿灢棻椂椵分别讨论了

贝努利双纽线区域内解析函数类的优化问题以及解析函数的三阶 斎斸旑旊斿旍行列式棶受以上工作的启发棳
本文研究了一类具有共轭点且与贝努利双纽线有关的广义解析函数 灣 棬 棳 棭的三阶 斎斸旑旊斿旍行列式

棾棬棻棭棳得到其上界估计棶
引理棻椲椄椵暋 如果 棬棭暿斝棳则旤 旤曑棽棬 椊棻棳棽棳暛棭棶
引理棽椲椆椵暋 如果 棬棭暿斝棳则存在 棳 暿斆且旤 旤曑棻棳旤 旤曑棻棳使得椇
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暋暋 定理棻暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则有椇
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旤 椀旤曑 棻椆棾
棻棸棽棿椲棽棸 棲棿棬 棴 棭棲棻椵 棬椀棭

暋暋 证 暋 设 暿 灣棬棳 棭棳由定义棻和棬棽棭式棳可得

棽 棾 棬棭棲棽棬棽 棲 棴 棭棽 棬棭棲棽 棬棭
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其中 棬棭是斢斻旇旝斸旘旡函数且满足 棬棸棭椊棸棳旤 棬棭旤椉棻棳 暿斈棶令 棬棭椊暺曓

椊棻
棳通过计算分别比较

等式两边 棳棽棳棾棳棿 的系数棳易得椇
棽椊 棻

棽椲棽 棲 棴 棲棻椵暋暋暋 棾椊
棿 棽棲 棽棻

棻椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵
棿椊

棻椂 棾棲棿 棻 棽棲 棾棻
椆椂椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵暋暋暋 椀椊

棾椄棿 棿棴椀 棿棻棲椄椄 棽棻 棽棲椂棿 棻 棾棲棿椄 棽棽
棾棸椃棽椲棽棸 棲棿棬 棴 棭棲棻椵

又因旤 旤曑棻棳暺曓

椊棻
旤 旤曑棻棳故定理棻成立棶

定理棽暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则

旤 棽 棾棴 棿旤曑 棿 棬椂棭
其中椇

棻椊椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棬椃棭
棽椊椲棻棿棿 棲棾椂棬 棴 棭棲棻棽椵棲棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻棭椵椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵 棬椄棭

棾椊棾椂 棲椆棬 棴 棭棲棾棲椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棬椆棭
椊 棻

椃椂椄椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棬棻棸棭
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棻棲棾棬棻椂 棻棲 棽棭棬棻椂 棻棲 棽棴 棾棭棴棾棽 棻
棾棬棻椂 棻棲 棽棴 棾棭 棬棻棻棭

棿椊棾棽棬棿棴 棽棭 棻棲棻椂 棬棿棴 棽棭 棻棲 棾 棾棲棬棿棴 棽棭 棽 棬棻棽棭
暋暋 证 暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则由定义棻及棬棽棭式可得

棽 棾 棬棭棲棽棬棽 棲 棴 棭棽 棬棭棲棽 棬棭
棽棬 棬棭棴 棬棴 棭棭棲棬 棴 棭棬 棬棭棴 棬棴 棭棭棲棬棻棴 棲 棭棬 棬棭棴 棬棴 棭棭椊 棻棲 棬棭

定义

棬棭椊棻棲 棬棭
棻棴 棬棭椊棻棲 棻 棲 棽 棽棲暛

则 棬棭暿斝棳且椇

棻棲 棬棭椊 棽 棬棭
棬棭棲棻

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹

棻
棽
椊

棻棲棻
棿 棻 棲 棻

棿 棽棴 椀
棾棽

棽棻
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹

棽棲 棻
棿 棾棴 椀

棻椂 棻 棽棲 棻棾
棻棽椄

棾棻
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹

棾棲暛 棬棻棾棭
棽 棾 棬棭棲棽棬棽 棲 棴 棭棽 棬棭棲棽 棬棭

棽棬 棬棭棴 棬棴 棭棭棲棬 棴 棭棬 棬棭棴 棬棴 棭棭棲棬棻棴 棲 棭棬 棬棭棴 棬棴 棭棭椊

棻棲椲棽 棲 棴 棲棻椵棽 棲楙棽椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵棾棴 棽棽椲棽 棲 棴 棲棻椵棽楜棽棲
楙棾椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵棿棴棾椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵椲棽 棲 棴 棲棻椵棾 棽棲

棾棽椲棽 棲 棴 棲棻椵棾楜棾棲暛 棬棻棿棭
分别比较棬棻棾棭棳棬棻棿棭式中 棳棽棳棾 的系数棳得

棽椊 棻
棿椲棽 棲 棴 棲棻椵 棬棻椀棭
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棾椊
椄 棽棴棾 棽棻

椂棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棬棻椂棭

棿椊
椂棿 棾棴椀椂 棻 棽棲棻棾 棾棻

椃椂椄椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵 棬棻椃棭
从而棳可得

旤 棽 棾棴 棿旤椊
棬棽棿棽 棻棴椆棾棻棭椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵棴棬棻棾棾棻棲椂棿棾棴椀椂棻 棽棭椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵

设旤 旤椊 棳棸曑 曑棻棳 棻椊 棳 暿 椲棸棳棽椵棳则由三角不等式及引理棻可得

旤 棽 棾棴 棿旤曑 椲棾棽棬棿棴 棽棭 棻棲棻椂棽 棬棿棴 棽棭 棻棲 棾 棾棲棬棿棴 棽棭 棽椵椊 棬棳 棭
则易得 曒棸棶因此函数 棬棳 棭在 椊棻处取得最大值棳即

旐斸旞 棬棳 棭椊 棬棳棻棭椊 椲棾棽棬棿棴 棽棭 棻棲棻椂 棬棿棴 棽棭 棻棲 棾 棾棲棬棿棴 棽棭 棽椵椊 棬棭
经过简单计算可得

椊 椊
棽 棽椀椂 棽

棻棲棾棬棻椂 棻棲 棽棭棬棻椂 棻棲 棽棴 棾棭棴棾棽 棻
棾棬棻椂 棻棲 棽棴 棾棭

是 棬棭椊棸的根棳又因为函数 棬棭椉棸棳从而可得函数 棬棭在 椊 处取得最大值棳则函数 棬棳 棭在

椊棻棳 椊 处取得最大值棳即旤 棽 棾棴 棿旤曑 棿棶定理棽得证棶
定理棾暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则有

旤 棾棴 棽棽旤曑
棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵椉棾椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽

棻
棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵曒棾椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽

掛

掝
掜
梹梹
梹梹

棬棻椄棭

其中椇
椊 棻

椂棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽 棬棻椆棭
椊棿椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽棲棻椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棬棽棸棭

暋暋 证 暋 由棬棻椀棭式暍棬棻椂棭式暍棬棻椃棭式棳可得

旤 棾棴 棽棽旤椊 椲棽 棲 棴 棲棻椵棽椲棿 棬棿棴 棽棻棭棲 棽棻椵棴棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵棽棻
设旤 旤椊 棳棸曑 曑棻棳 棻椊 棳 暿 椲棸棳棽椵棳则由三角不等式及引理棽棳可得

旤 棾棴 棽棽旤曑 椲棽棲棿 棬棿棴 棽棭椵椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽棲棿 棽椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵楙 楜椊 棬棳 棭
则有 曒棸棳从而函数 棬棳 棭在 椊棻处取得最大值棳即椇

旐斸旞 棬棳 棭椊 棬棳棻棭椊椲棽棲棿棬棿棴 棽棭椵椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽棲棿 棽椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵椊 棬棭
棬棭椊棴椂 椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽棲椄 椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵

下面分两种情况讨论椇
暋暋 情形棻暋 当棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵曒棾椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽 时棳则有 棬棭曒棸棳即函数 棬棭关于

单调递增棳所以函数 棬棭在 椊棽处取得最大值棳因此

旤 棾棴 棽棽旤曑 棬棽棭椊 棿椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽棲棻椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵楙 楜
暋暋情形棽暋 类似地棳当棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵椉棾椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽 时棳有 棬棭椉棸棳可得函数 棬棳
棭在 椊棻棳 椊棸处取得最大值棳即有

旤 棾棴 棽棽旤曑 棬棸棭椊 棻
棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵

定理棾得证棶
定理棿暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则有

旤 棽 棿棴 棽棾旤曑 棻
棻椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵棽 棬棽棻棭

椂椃 西南大学学报棬自然科学版棭暋暋暋暋暋旇旚旚旔椇棷棷旞斺斺旉斺灡旙旝旛灡斿斾旛灡斻旑暋暋暋暋暋第棿棻卷



暋暋 证 暋 证明方法与定理棾类似棶
定理椀暋 如果 暿 灣棬棳 棭棳则

旤 棾棬棻棭旤曑
椀

棽椀椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵棾棲
椃 棿

棾棽椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵棲
棻椆棾

棻棸棽棿椲棽棸 棲棿棬 棴 棭棲棻椵 棻 椉 棽

椀
棽椀椂椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵棾棲

椃 棿
棾棽椲棻棽 棲棾棬 棴 棭棲棻椵棲

棻椆棾
棿棸椆椂椲棽棸 棲棿棬 棴 棭棲棻椵椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵 棻 曒 棽

掛

掝
掜
梹梹梹
梹梹梹

其中 棳棳 棿棳 棳 分别由棬棻棸棭棳棬棻棻棭棳棬棻棽棭棳棬棻椆棭棳棬棽棸棭式给出棳且椇
棻椊棿椲椂 棲棽棬 棴 棭棲棻椵暋暋暋 棽椊棾椲棽 棲棬 棴 棭棲棻椵棽

暋暋 证 暋 因为

旤 棾棬棻棭旤曑旤 棾旤旤 棽 棿棴 棽棾旤棲旤 棿旤旤 棿棴 棽 棾旤棲旤 椀旤旤 棾棴 棽棽旤 棬棽棽棭
将棬棾棭棴棬椂棭式暍棬棻椄棭式和棬棽棻棭式代入棬棽棽棭式棳即得定理椀棶

在定理椀中棳若分别取 椊棸棳 椊 椊棸和 棴棻椊 椊棸棳则可得如下的一些推论椇
推论棻暋 如果 暿 灣棬棭棳则

旤 棾棬棻棭旤曑
椀

棽椀椂椲棽 棲棻椵棾 棲
椃 棿

棾棽椲棾 棲棻椵棲 棻椆棾
棻棸棽棿椲棿 棲棻椵 棻 椉 棽

椀
棽椀椂椲棽 棲棻椵棾 棲

椃 棿
棾棽椲棾 棲棻椵棲 棻椆棾

棿棸椆椂椲棿 棲棻椵椲棽 棲棻椵 棻 曒 棽

掛

掝
掜
梹梹梹
梹梹梹

其中 棳 棿棳 棳 分别是棬棻棸棭棳棬棻棽棭棳棬棻椆棭棳棬棽棸棭式中 椊棸的情况棳且椇
棻椊棿棬棽 棲棻棭暋暋暋 棽椊棾棬 棲棻棭棽

暋暋 推论棽暋 如果 暿 灣 棳则

旤 棾棬棻棭旤曑 椀
棽椀椂棲棽棿棻棲棻棻椆 棿椂

棿棽棾棾椂 棲 棻椆棾
棿棸椆椂

暋暋 推论棾暋 如果 暿 灣棬棻棭棳则

旤 棾棬棻棭旤曑 椀
椂椆棻棽棲

椃 棿
棻棽椄 棲 棻椆棾

椂棻棿棿棸
其中 棳 棿 分别是棬棻棸棭式 和棬棻棽棭式中 椊棻棳 椊棸的情况棶
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