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摘要椇设 为复可分无限维 斎旈旍斺斿旘旚空间棳 暿 棬棸棳棻棭棳寛 及 寛 棬灣棭分别为 上有界线性算子 的广义 斄旍旛旚旇旂斿变

换及广义灣灢斄旍旛旚旇旂斿变换棶对任意复数 棳利用算子分块技巧证明了 寛 棴 及 寛 棬灣棭棴 的范数相等且极大数值域相

等棳并进一步给出了 寛 及 寛 棬灣棭 内导子范数的关系棶
关暋键暋词椇斎旈旍斺斿旘旚空间椈广义 斄旍旛旚旇旂斿变换椈极大数值域椈极分解
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设 为复可分无限维 斎旈旍斺斿旘旚空间棳 棬 棭为 上全体有界线性算子棶 棬 棭棳棬 棭棳棬 棭棳 棬 棭棳
棬 棭棳 棬 棭分别表示 棬 棭中算子 的核暍豫解集暍谱暍点谱棳数值域以及值域棶 棳 暷 分别表示 的

范数闭包及闭凸包棶
设 暿 棬 棭棳 椊 旤 旤是它的极分解棳其中 是具有起始空间 棬旤 旤棭和终空间 棬 棭的部分等

距算子棳旤 旤椊棬 灣 棭棻
棽棶文献椲棻椵定义了两个新算子椇

寛 椊旤 旤
棻
棽 旤 旤

棻
棽 暋暋暋寛棬灣棭椊旤 灣旤

棻
棽 旤 灣旤

棻
棽

分别称为 的 斄旍旛旚旇旂斿变换及灣灢斄旍旛旚旇旂斿变换棶之后这两个算子被进一步推广棳即对任意的 暿 棬棸棳棻棭棳
寛 椊旤 旤 旤 旤棻棴 棳寛 棬灣棭椊旤 灣旤 旤 灣旤棻棴 分别称为 的广义斄旍旛旚旇旂斿变换及广义灣灢斄旍旛旚旇旂斿变换椲棽椵棶

近年来棳关于算子 寛 及 寛棬灣棭的研究涉及到各种谱暍不变子空间暍数值域暍本性数值域椲棾棴椆椵暍平移性质

等椲棻棸椵棶文献椲棻棻椵研究了 寛 及 寛棬灣棭的数值域棳证明了 棬寛棭椊 棬寛棬灣棭棭棶文献椲椲棻棽椵进一步证明了 棬寛棭椊
棬寛棬灣棭棭依然成立棶文献椲棻棾椵着重对 寛 及 寛棬灣棭的本性数值域暍极大数值域展开讨论棳给出 棸棬寛 棴 棭椊
棸棬寛棬灣棭棴 棭对任意复数 成立棳其中 棸棬 棭表示 的极大数值域棶本文主要借助算子分块的技巧棳利用逼

近思想研究了广义斄旍旛旚旇旂斿变换的极大数值域棳证明了对任意的 暿 棬棸棳棻棭棳 棸棬寛 棴 棭椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭成

立棳将文献椲棻棾椵的结论进行了推广棳并给出 寛 棴 与 寛 棬灣棭棴 的范数以及 寛 和 寛 棬灣棭内导子的关系棶
定义棻椲棻棿椵暋 设 暿 棬 棭棳 棸棬 棭椊楙 暿斆椇存在单位向量列楙 楜灱 棳且 暚 暚 曻 暚 暚棳棬 棳

棭曻 楜称为算子 的极大数值域棶
文献椲棻棿椵证明了 棸棬 棭是复平面上的非空闭凸集棳且对任意复数 棻 曎 棽棳有

棸棬 棲 棻棭暽 棸棬 棲 棽棭椊
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棬棽棸棻棿斒斖棻棸棻棸棭棶
作者简介椇刘暋妮棬棻椆椃椂 棭棳女棳副教授棳主要从事算子广义逆理论的研究棶



暋暋 引理棻椲棻棾椵暋 设 暿 棬 棭棳 为 的闭子空间棳 椊 熭 曂 棳 椊
棸

棸
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棳则椇

颽 若 暚 暚椊暚 暚棳则 棸棬 棭椊椲 棸棬 棭暼 棸棬 棭椵暷 椈
颾 若 暚 暚 椌 暚 暚棳则 棸棬 棭椊 棸棬 棭棶
引理棽椲棻椀椵暋 设 暿 棬 棭棳对任意 暿 棬棸棳棻棭棳有 棬 棭椊 棬寛 棭椊 棬寛 棬灣棭棭棶
引理棾椲棻椂椵暋 设 为 棬 棭中的非酉等距算子棳 椊 楙 暿斆椇旤 旤曑棻楜为复平面上的单位圆盘棳则

灹 棬 灣棭棶
设 椊 旤 旤为 棬 棭中算子 的极分解棳则在空间分解 椊 棬 棭熭 棬 棭曂 下有椇
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暋暋 设 暿 棬棸棳棻棭棳容易计算 寛 椊
棸 棸
棸

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棳其中 椊棬 灣 棲 灣 棭棽 棽棬 灣 棲 灣 棭棻棴

棽 为 棬 棭曂 上的

有界线性算子棶
注意到 为部分等距算子棳故存在 棸椇 棬 棭曂 梺梺曻 棬 灣棭曂 为酉算子棳使得

椊
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掫
梹梹椇 棬 棭熭 棬 棭曂 梺梺曻 棬 灣棭熭 棬 灣棭曂

则 寛 棬灣棭椊 寛 灣 椊
棸 棸
棸

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棳其中 椊 棸 灣棸 棶

定理棻暋 设 暿 棬 棭棳则对任意复数 有 暚寛 棴 暚椊暚寛 棬灣棭棴 暚棶
证 暋 对任意复数 棳由于椇

寛 棴 椊
棴 棸
棸 棴

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 椊 棬 棭熭 棬 棭曂

寛 棬灣棭棴 椊
棴 棸
棸 棴

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 椊 棬 灣棭熭 棬 灣棭曂

且 棴 与 棴 酉等价棶以下我们分情形来讨论棶
暋暋 情形棻暋 若 棬 棭曎 楙棸楜棳 棬 灣棭曎 楙棸楜棳则

暚寛 棴 暚椊旐斸旞楙旤 旤棳暚 棴 暚楜椊旐斸旞楙旤 旤棳暚 棴 暚楜椊暚寛 棬灣棭棴 暚
暋暋 情形棽暋 若 棬 棭椊楙棸楜棳 棬 灣棭椊楙棸楜棳则 暚寛 棴 暚椊暚 棴 暚椊暚 棴 暚椊暚寛 棬灣棭棴 暚棶

暋暋 情形棾暋 若 棬 棭椊楙棸楜棳 棬 灣棭曎 楙棸楜棳则 暚寛 棴 暚椊暚 棴 暚椊暚 棴 暚棶
以下只需要证明 暚 棴 暚 炁旤 旤即可棶
若 暚 棴 暚 椉旤 旤棳则棴 暿 棬 棴 棭棳 是可逆的棳故 可逆棳这样就有 寛 椊 可逆棶由引理棽知

及 灣 均可逆棳这显然与 棬 灣棭曎 楙棸楜矛盾棶
暋暋 情形棿暋 若 棬 棭曎 楙棸楜棳 棬 灣棭椊楙棸楜棳与情形棾类似棶

定理棽暋 设 暿 棬 棭棳则对任意复数 棳有 棸棬寛 棴 棭椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭棶
证 暋 由于 寛 棴 椊

棴 棸
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掛
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掫梹梹椇 棬 棭熭 棬 棭曂 棳而当 椊 棬 灣棭熭 棬 灣棭曂 时棳有

寛 棬灣棭棴 椊
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掛
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其中 棴 与 棴 酉等价棶不妨先假设 暿 棸棳棻
棽

掛
掝梹梹

擆
擇梹梹棳我们分情况讨论棶

暋暋 情形棻暋 棬 棭椊楙棸楜棳 棬 灣棭椊楙棸楜棶由引理棻知
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棸棬寛 棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭
暋暋 情形棽暋 棬 棭曎 楙棸楜棳 棬 灣棭曎 楙棸楜棶
暋暋 若 暚 棴 暚椊暚 棴 暚椊旤 旤棳则

棸棬寛 棴 棭椊椲 棸棬 棴 棭暼 棬棴 棭椵暷椊椲 棸棬 棴 棭暼 棬棴 棭椵暷椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭
暋暋 若 暚 棴 暚椊暚 棴 暚 椌旤 旤棳则

棸棬寛 棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭
暋暋 若 暚 棴 暚椊暚 棴 暚 椉旤 旤棳则

棸棬寛 棴 棭椊楙棴 楜椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭
暋暋 情形棾暋 棬 棭椊楙棸楜棳 棬 灣棭曎 楙棸楜棶此时 寛 棴 椊 棴 棳 棸棬寛 棴 棭椊 棸棬 棴 棭棶

因 寛 棬灣棭棴 椊
棴 棸
棸 棴
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掝梹梹

掤
掫梹梹椇 棬 灣棭熭 棬 灣棭曂 棳以下只要证明 暚 棴 暚 椌旤 旤即可棶

如果 暚 棴 暚 椉旤 旤棳则棴 暿 棬 棴 棭棳即 可逆棶而 与 酉等价棳故 可逆棳因此 寛 椊 可

逆棶由引理棽知 及 灣 均可逆棳这与 棬 灣棭曎 楙棸楜矛盾棶

如果 暚 棴 暚 椊旤 旤棳由于对任意非零复数 有棬 寛棭椊 寛 棳不失一般性棳假设 椊 棻棳显然

暚寛 棴棻暚 椊 暚 棴棻暚 椊 暚 棴棻暚 椊 棻
则对任意单位向量 暿 棳有 暚暣棬寛 棴棻棭 棳 暤暚 曑棻棳即

暚暣寛 棳 暤棴棻暚椊暚暣 旤 旤棻棴 棳旤 旤 暤棴棻暚椊
暚暣 旤 旤棻棴棽 旤 旤 棳旤 旤 暤棴棻暚 曑棻 棬棻棭

暋暋 注意到 为非酉等距算子棳由引理棾知单位圆盘 中的非零点均为 灣 的特征值棶令 暿 棬棴棻棳棸棭棳 棸
为单位向量且满足 灣 棸椊 棸棶由于旤 旤 有稠值域棳故存在楙 楜灱 棳有旍旈旐曻曓旤 旤 椊 棸 成立棳故

旍旈旐曻曓
暣 旤 旤棻棴棽 旤 旤 棳旤 旤 暤椊旍旈旐曻曓

暣旤 旤棻棴棽 旤 旤 棳 灣旤 旤 暤椊
暣旤 旤棻棴棽 棸棳 灣 棸暤椊暣旤 旤棻棴棽 棸棳 棸暤椊 暚旤 旤

棻棴棽
棽 棸暚棽 椉棸

而事实上棳由棬棻棭式及极限的性质有

旍旈旐曻曓暚暣 旤 旤棻棴棽 旤 旤 棳旤 旤 暤棴棻暚 曑棻
这显然矛盾棳因此 暚 棴 暚椊旤 旤不成立棶

特别地棳若 椊棸棳显然 棸棬寛 棭椊 棸棬 棭椊 棸棬棭椊 棸棬寛 棬灣棭棭棶因此对任意复数 棳有

棸棬寛 棬灣棭棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬 棴 棭椊 棸棬寛 棴 棭
暋暋 情形棿暋 棬 棭曎 楙棸楜棳 棬 灣棭椊楙棸楜棶则 寛 棬灣棭棴 椊 棴 棳 棸棬寛 棬灣棭棴 棭椊 棸棬 棴 棭棶此时
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只要证明 暚 棴 暚 椌旤 旤即可棶
与情形棾类似可知 暚 棴 暚 椉旤 旤不成立棶以下只需证明 暚 棴 暚 曎旤 旤即可棶
如果 暚 棴 暚椊旤 旤棳由于棬寛棭棬灣棭椊 寛 棬灣棭对于任意非零复数 成立棳故假设 椊棻棳显然

暚寛 棬灣棭棴棻暚椊 暚 棴棻暚椊 暚 棴棻暚椊棻
则对任意单位向量 暿 棳有 暚暣棬寛 棬灣棭棴棻棭 棳 暤暚 曑棻棳即

暚暣寛 棬灣棭 棳 暤棴棻暚椊暚暣 旤 灣旤棻棴 棳旤 灣旤 暤棴棻暚椊
暚暣 旤 灣旤棻棴棽 旤 灣旤 棳旤 灣旤 暤棴棻暚 曑棻 棬棽棭
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由于此时 为非酉余等距算子棳故单位圆盘 中的非零点均为 的特征值棶令 暿 棬棴棻棳棸棭棳 棸 为单位向

量且满足 棸椊 棸棶注意到此时旤 灣旤棻棴棽 有稠值域棳故存在楙 楜灱 棳使得旍旈旐曻曓旤
灣旤棻棴棽 椊 棸棳故

旍旈旐曻曓 旤 灣旤棻棴棽 椊 棸椊 棸

也就有

旍旈旐曻曓
暣 旤 灣旤棻棴棽 棳 暤椊旍旈旐曻曓

暣旤 灣旤棻棴棽 棳 暤椊旍旈旐曻曓 暚旤 灣旤
棻棴棽
棽 暚棽

若旍旈旐曻曓暚旤 灣旤
棻棴棽

棽 暚椊棸棳则旍旈旐曻曓暚旤 灣旤棻棴棽 暚椊棸棶但事实上

旍旈旐曻曓暚旤 灣旤棻棴棽 暚椊暚 棸暚椊棻
显然矛盾棳因此旍旈旐曻曓暚旤 灣旤

棻棴棽
棽 暚 曎棸棳故

旍旈旐曻曓
暣 旤 灣旤棻棴棽 棳 暤椊旍旈旐曻曓 暚旤 灣旤

棻棴棽
棽 暚棽 椉棸

则一定存在自然数 棸棳当 椌 棸 时棳暣 旤 灣旤棻棴棽 棳 暤椉棸棶
又由于旤 灣旤 有稠值域棳因此对于上述 椌 棸的每一个 棳存在向量列楙 楜 满足旍旈旐曻曓旤

灣旤 椊 棳
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特别地棳若 椊棸棳显然 棸棬寛 棬灣棭棭椊 棸棬棭椊 棸棬 棭椊 棸棬寛 棭棶因此当 棬 棭曎 楙棸楜棳 棬 灣棭椊楙棸楜
时棳有 棸棬寛 棴 棭椊 棸棬寛 棬灣棭棴 棭成立棶
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对算子 暿 棬 棭棳 棬 棭椊 棴 称为算子 的内导子棳其中 暿 棬 棭为任意算子棳文献椲棻棿椵
定义了 的内导子的范数为 暚 暚椊旈旑旀楙暚 棴 暚椇 暿斆楜棶由定理棻棳可以得到 寛 及 寛 棬灣棭内导子范数

的关系棶
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