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摘要:探讨了一类多变时滞积分微分动力系统,
 

并通过不动点方法给出了该系统零解渐近稳定的充要条件.
 

在构

造算子时,
 

根据动力系统时滞特点,
 

分别引入对应的连续函数hi(s),
 

i=1,2,…,n,
 

然后利用这n 个函数来构造算

子,
 

最后再利用Banach不动点方法来研究该动力系统的稳定性.

关 键 词:Banach不动点;
 

渐近稳定性;
 

多变时滞;
 

Volterra型动力系统

中图分类号:O231.3    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2019)07 0062 08

在研究动力系统的稳定性时,
 

很多专家采用李雅普诺夫直接法[1].
 

但是,
 

在某些情况下,
 

李雅普诺夫

直接法相比于不动点方法的结论要严格苛刻一些,
 

故很多学者采用不动点方法来研究确定性和随机性动力

系统零解的存在性和稳定性[2-5].
 

作为此研究的推广,
 

作者在文献[6-12]中研究过多种随机微分动力系统的

稳定性,
 

而前期的研究结果还可以通过构造更适合的算子并结合有效的不等式予以改进.

1 论证多变时滞Volterra型动力系统分析

函数ai(t),gi(t)∈C(R+,
 

R),
 

q(s,
 

t,
 

x(s))∈C(R+×R+×R,
 

R),
 

且gi(t)≤t,
 

满足当t→∞时,
 

gi(t)→ ∞,
 

i=0,1,2,…,n.
考虑一类多变时滞Volterra型动力系统:

dx(t)= ∑
n

i=1
 

ai(t)x(gi(t))]+∫
t

g0(t)
q(s,

 

t,
 

x(s))ds  dt   t≥0 (1)

其初始条件

x0=φ(t)∈C([m(0),
 

0],
 

R)

其中x(t)∈R,

m(0)=max
0≤i≤n

 

{inf(gi(s),
 

s≥0),
 

inf(g0(s))}

假设q满足局部Lipschitz条件,
 

即存在连续可积函数C(t,
 

s),
 

0≤s≤t,
 

满足|C(t,
 

s)|有界,
 

使得对

任意的x,y∈R有

|q(s,
 

t,
 

x)-q(s,
 

t,
 

y)|≤C(t,
 

s)|x-y| (2)

对于系统(1)的特殊情形如系统(3),(4),
 

文献[1]采用李雅普诺夫直接法得到了Volterra型积分微分动
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力系统:

x'(t)=A(t)x(t)+∫
t

0
C(t,

 

s)x(s)ds   t≥0 (3)

文献[2]采用不动点方法得到了多变时滞微分动力系统:

y'(t)=-∑
N

j=1
 

bj(t)y(t-τj(t))   t≥0 (4)

下面给出文献[1-2]的结论:

引理1[1] 如果A(t)≤0且存在K1 >1及K2 ≥0使得

A(t)+K1∫
+∞

t
|C(μ,

 

t)|dμ≤-K2

则系统(3)的零解渐近稳定.
引理2[2] 假设τj 可微,

 

t-τj(t)的反函数gj(t)存在,
 

令

Q(t)=∑
N

j=1bj(gj(t))

θ(t)=∑
N

j=1∫
t

0
e

-∫tsQ(μ)dμ|bj(s)||τ'j(s)|ds

存在α∈ (0,
 

1)使得当t≥0时,

􀃠
 

lim
t→∞

 ∫
t

0
Q(s)ds>-∞.

􀃡
 

∑
N

i=1
 ∫

t

t-τj(t)
|bj(gj(s))|ds+∫

t

0
e∫

t
s-Q(μ)dμ

|Q(s)|∫
s

s-τj(s)
|bj(gj(v))|dvds  +θ(t)≤α.

则系统(4)的零解渐近稳定的充分必要条件是

􀃢
 

当t→ ∞ 时,
 

∫
t

0
Q(s)ds→ ∞.

通过构造合适的算子,
 

并结合适当的不等式继续采用Banach不动点方法研究系统(1)零解的渐近稳定

性,
 

得出如下定理1.
定理1 设函数q满足条件(2),

 

gi(t)可微,
 

且存在常数α∈(0,
 

1)以及连续函数hi(t):
 

[0,
 

∞) →
R,

 

i=1,2,…,n,
 

使得当t≥0时,

􀃠
 

h(s)=∑
n

i=1
 

hi(s)和lim
t→∞

 ∫
t

0
h(s)ds>-∞,

􀃡
 

∑
n

i=1
 ∫
t

gi(t)
|hi(s)|ds+∫

t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))|ds+

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ∫
s

go(s)
|C(s,

 

ν)|dν  ds+∫
t

0
|h(s)|e

-∫tsh(μ)dμ ∑
n

i=1
 ∫

s

gi(s)
|hi(ν)|dν    ds≤α<1.

则系统(1)的零解渐近稳定的充要条件是

􀃢
 

当t→ ∞ 时,
 

∫
t

0
h(s)ds→ ∞.

注1 当ai(t)=-ai(ai 为常数),
 

gi(s)=s时,
 

可以在定理1中令hi(t)=-ai(t)=ai,
 

i=1,2,…,

n.
 

令∑ai=a.
 

这时定理1就简化为:

推论1 设函数q满足条件(2),
 

gi(t)可微,
 

且存在常数α∈ (0,
 

1)使得,
 

当t≥0时,

∫
t

0
e-a(t-s)∫

s

go(s)
|C(s,

 

ν)|dν  ds≤α<1

则系统(1)的零解渐近稳定.
注2 推论1给出的是常时滞动力系统的稳定性条件.

 

该条件简单,
 

易于检验,
 

实际操作容易被推广应
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用.
另外,

 

当将定理1的结论和证明过程应用到系统(3)和(4),
 

则引理1和引理2可改进为推论1和推论2.
推论2 假设存在常数α∈ (0,

 

1)以及连续函数h(t):
 

[0,
 

∞) →R,
 

使得当t≥0时.

􀃠
 

lim
t→∞

 ∫
t

0
h(s)ds>-∞.

􀃡
 

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|(h(s)+A(s))|ds+∫
t

0
e

-∫tsh(μ)Vμ∫
s

0
|C(s,

 

ν)|dν  ds≤α<1,

则系统(3)的零解渐近稳定的充要条件是

􀃢
 

当时当t→ ∞ 时,
 

∫
t

0
h(s)ds→ ∞.

注3 推论2没有要求A(t)≤0,
 

一定程度上改进了引理1的结论.
推论3 假设τj(t)可微,

 

且存在常数α∈(0,
 

1)以及连续函数hi(t):
 

[0,
 

∞) →R,
 

i=1,2,…,N,
 

使得对t≥0,

􀃠
 

h(s)=∑
N

i=1
 

hi(s)和lim
t→∞

 ∫
t

0
h(s)ds>-∞.

􀃡
 

∑
N

i=1
 ∫

t

t-τi(t)
|hi(s)|ds  +∫

t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|∑
N

i=1
 

(hi(s-τi(s))(1-τ'i(s))-bi(s))|ds+

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|h(s)|(∑
N

i=1
 ∫
s

s-τi(s)
|hi(μ)|dμ)ds≤α.

则系统(4)的零解渐近稳定的充分必要条件是

􀃢
 

当t→ ∞ 时,
 

∫
t

0
h(s)ds→ ∞.

注4 推论3没有要求t-τi(t)存在反函数,
 

一定程度上改进了引理2的结论.
注5 在推论3中可以根据时滞的特点分别引进对应的连续函数hi(s),

 

i=1,2,…,N,
 

这样使得不动

点方法的运用更加灵活,
 

也很大程度改进和推广了引理2的结论.
定理1的证明  定义集合S={x|x ∈C(R+,

 

R)},
 

满足当s∈ [m(0),
 

0]时,
 

ψ(s)=φ(s).
 

定义

范数

‖ψ(t)‖=sup
s≥m0

 

|ψ(s)|

满足当t→ ∞ 时,
 

‖ψ(t)‖ →0.
定义算子Ψ:

 

S →S 如下:

􀃬
 

当t∈ [m(0),
 

0]时,
 

(Ψφ)(t)=φ(t);

􀃭
 

当t≥0时,

(Ψφ)(t)= φ(0)-∑
n

i=1
 ∫
0

gi(0)
hi(s)φ(s)ds  e-∫t0h(μ)dμ +∑

n

i=1
 ∫
t

gi(t)
hi(s)φ(s)ds+

∑
n

i=1
 ∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))φ(gi(s))ds-

∫
t

0
h(s)e

-∫tsh(μ)dμ ∑
n

i=1
 ∫
s

gi(s)
hi(ν)φ(ν)dν  ds+

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ∫
s

g0(s)
q1(ν,

 

s,
 

φ(ν))dν  ds=∑
5

i=1
 

Ij(t) (5)

  首先证明Ψ 在[0,
 

∞)上是连续的.
令φ ∈S,

 

t1 ≥0,
 

|λ|充分小,
 

则
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|(Ψφ)(t1+λ)-(Ψφ)(t1)|2 ≤5∑
5

j=1
 

|Ij(t1+λ)-Ij(t1)|2

由条件 􀃡 易证,
 

当λ→0时,

|Ij(t1+λ)-Ij(t1)|2 →0   i=1,2,3,4,5
即

|(Ψφ)(t1+λ)-(Ψφ)(t1)|2 →0
其次证明Ψ(S)⊂S.

因为

|(Ψφ)(t)|2 ≤5∑
5

j=1
 

|Ij(t)|2

显然,
 

当t→ ∞ 时,
 

|I1(t)|2 →0.
 

由于当t→ ∞ 时,
 

gi(t)→ ∞ 且 ‖φ(t)‖ →0.
 

所以对任意ε>0,
 

存在T1 >0使得s≥T1,
 

包含|φ(s)|2 <ε和|φ(g(s))|2 <ε,
 

从而当t→ ∞ 时,
 

|I2(t)|2 →0.
同时,

 

由条件 􀃡 有,

|I3(t)|2 ≤2|∫
T1

0
e

-∫tsh(μ)dμ∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))φ(gi(s))ds|2+

2|∫
t

T1
e

-∫tsh(μ)dμ∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))φ(gi(s))ds|2 ≤

2|∫
T1

0
e

-∫tsh(μ)dμ∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))φ(gi(s))ds|2+2αε

由条件 􀃡 和 􀃢 知,
 

存在T2 ≥T1 使得当t≥T2 时,
 

有

2|∫
T1

0
e

-∫tsh(μ)dμ∑
m

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))φ(gi(s))ds|2 <ε (6)

从而

|I3(t)|2 <ε+2αε<3ε
因此当t→ ∞ 时,

|I3(t)|2 →0

类似地,
 

当t→∞时,
 

|I4(t)|2→0.
 

同时,
 

由条件(2)易得,
 

当t→∞时,
 

|I5(t)|2→0.
 

这样就证明了

Ψ(S)⊂S.
最后证明Ψ 是压缩的.
由条件 􀃡 易知,

 

对任意φ,ψ ∈S 有

sup
s∈[0,

 

t]
 |(Ψφ)(s)-(Ψψ)(s)|2 ≤sup

s∈[0,
 

t]
 |φ(s)-ψ(s)|2sup

s∈[0,
 

t]
 ∑

n

i=1
 ∫
s

gi(s)
|hi(ν)|dν+ 

 

∫
s

0
e

-∫sνh(μ)dμ|∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))|dν+∫
s

0
e

-∫sνh(μ)dμ∫
ν

g0(ν)
|C(ν,

 

θ)|dθ  dν+

∫
s

0
|h(ν)|e

-∫sνh(μ)dμ ∑
n

i=1
 ∫

ν

gi(ν)
|hi(θ)|dθ    dν ≤αsup

s∈[0,
 

t]
 |φ(s)-ψ(s)|2 (7)

从而由(7)式可得Ψ 是压缩的.
 

因此,
 

由压缩映射原理知,
 

Ψ 在空间S中有唯一不动点x(t),
 

它是系统(1)

的解,
 

而且当t→ ∞ 时,
 

|x(t)|2 →0.
为了证明渐近稳定性,

 

还需证系统(1)的零解是稳定的.
 

对任意给定的ε>0选择δ>0(δ<ε)满足

δ1+∑
n

i=1
 ∫
0

gi(0)
|hi(s)|ds  

2

e
-2∫

t*

s
h(μ)dμ

<ε
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设x(t)是系统(1)的解,
 

且‖φ‖2<δ,
 

则x(t)= (Ψx)(t).
 

其中算子Ψ 由(5)式定义.
 

可以证明,
 

当t≥

0时,
 

有|x(t)|2<ε.

事实上,
 

注意到对t∈ [m(0),
 

0]有|x(t)|2<ε.
 

假设存在t* 使得|x(t*)|2=ε而且当m(0)≤

s<t*,
 

|x(s)|2 <ε.
 

则有

|x(t*)|2 ≤ ‖φ‖ 1+∑
n

j=1
 ∫
0

gi(0)
|hi(s)|ds    

2

e
-2∫

t*

0
h(μ)dμ

+

ε∑
n

i=1
 ∫
t

gi(t)
|hi(s)|ds+

 

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))|ds+ 

∫
t

0
e

-∫
t

s
h(μ)dμ

∫
s

g0(s)
|C(s,

 

v)|dv  ds+∫
t

0
|h(s)|e

-∫
t

s
h(μ)dμ

∑
n

i=1
 ∫

s

gi(s)
|hi(v)|dV)  ds  

2

≤

(1+L)δ1+∑
n

j=1
 ∫
0

gi(0)
|hi(s)|ds    

2

d
-2∫

t*

0
h(μ)dμ

<ε (8)

  这样产生矛盾,
 

从而证明了当条件 􀃢 成立时系统(1)的零解是渐近稳定的.
 

下面证必要性.

  用反证法,
 

假设系统(1)的零解渐近稳定但条件􀃢不成立,
 

则由条件􀃠,
 

存在β∈R和序列{tn},
 

tn → ∞(n→ ∞),
 

使得

lim
n→∞

 ∫
tn

0
h(s)ds=β

不妨选择正常数P 满足

-P ≤∫
tn

0
h(s)ds≤P   n≥1

为了方便,
 

对S≥0,
 

定义

F(s)=|∑
n

i=1
 

(hi(gi(s))g'i(s)+ai(s))|+∫
s

g0(s)
|C(s,

 

v)|dv+|h(s)| ∑
n

i=1
 ∫

s

gi(s)
|hi(v)|dv    

则由条件 􀃡 有

∫
tn

0
e∫

s
0
h(μ)dμ

F(s)ds≤αe∫
tn
0

h(μ)dμ
<eP

从而序列∫
tn

0
e∫

s
0
h(μ)dμ

F(s)ds  单调有界,
 

因此存在收敛子列.
 

为简单起见,
 

假定

lim
n→∞

 ∫
tn

0
e∫

s
0
h(μ)dμ

F(s)ds=β>0

选择充分大的正整数k,
 

使得对任意n≥k,

lim
n→∞

 ∫
tn

tk

e∫
s
0
h(μ)dμ

F(s)ds≤
δ0
4B

其中B=sup
t≥0

 
e

-∫t0h(u)du, 

δ0 >0满足4δ0Be
P +α<1.

考虑系统(1)的解x(t)=x(t,
 

tk,
 

φ),
 

初始条件满足

|φ(tk)|2
 

=
 

δ0,
 

|φ(s)|2 <δ0   s≤tk

由渐近稳定性,
 

假设|x(t)|2 <1,
 

t≥tk,
 

选择φ 使得

Q(tk):
 

=
 

φ(tk)
 

-
 

∑
n

i
 

=
 

1
 ∫
tk

gi(tk)
hi(s)φ(s)ds≥δ0

由(6)式和x(t)=(Ψx)(t),
 

t≥tk,
 

得
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|x(tn)-∑
n

i
 

=
 

1
 ∫
tn

gi(tn)
hi(s)x(s)ds|2 ≥

Q(tk)e
-∫

tn
tk

h(μ)dμ

Q(tk)e
-∫

tn
tk

h(μ)dμ

-2∫
tn

tk

e
-∫

tn
s

h(μ)dμ
F(s)ds  ≥

δ0e
-∫

tn
tk

h(μ)dμ

δ0e
-∫

tn
tk

h(μ)dμ

-2∫
tn

tk

e
-∫

tn
s

h(μ)dμ
F(s)ds  ≥ 12δ0e

-2∫
tn
tk

h(μ)dμ

≥
1
2δ0e

-2P
 

>0 (9)

另一方面,
 

因为系统(1)的零解均方渐近稳定,
 

所以当t→ ∞ 时,

|x(t)|2=|x(t,
 

tk,
 

φ)|2 →0
又由条件 􀃡 以及tn → ∞ 时g(tn)→ ∞(n→ ∞),

 

从而可得当n→ ∞ 时

|x(tn)-∑
n

i
 

=
 

1
 ∫
tn

gi(tn)
hi(s)x(s)ds|2 →0

这与(9)式矛盾.
 

故条件 􀃢 是系统(1)的零解渐近稳定的必要条件.
 

证毕.

2 实  例

例1 考虑积分微分动力系统

dx(t)=-(
1
2+cost)·x(t)dt+∫

t

0

1
8e

-2(t-s)x(s)ds  dt   t≥0 (10)

如果在推论2中取h(t)=0.5+cost,
 

系统(10)零解渐近稳定.
证  事实上,

 

易证推论2的条件 􀃠 满足.
 

其次因为

∫
t

0
e

-∫ts(0.5+cosμ)dμ∫
s

0
|
1
8e

-2(s-ν)|dν  ds=
1
16e

-(0.5t+sint)∫
t

0
e0.5s+sins(1-e-2s)ds≤

1
16e

-(0.5t-1)∫
t

0
e0.5s+1(1-e-2s)ds≤

1
16e

-(0.5t-1)∫
t

0
e0.5s+1ds≤

e2

8 <1

再者,
 

当t→ ∞ 时,

∫
t

0
h(s)ds=∫

t

0
(0.5+coss)ds→ ∞

所以,
 

推论2的条件均满足,
 

所以由推论2的结论知,
 

系统(10)的零解渐近稳定.
注6 因为不满足A(t)=-(0.5+cost)≤0,

 

所以由引理1得不到系统(10)零解的渐近稳定性.
 

由

例1易得,
 

推论2很大程度上改进了引理1的结果.
例2 考虑多时滞微分动力系统

dx(t)=-
1

10+6t
x(t-0.4t)dt-

1
15+6t

x(t-0.6t)dt   t≥0 (11)

由推论3知,
 

该系统零解渐近稳定.

证  在推论3中选择h1(t)=h2(t)=
1

6+6t
,

 

则有

h(t)=
1

3+3t
且当t≥0时,

∑
2

i=1
 ∫

t

t-τi(t)
|hi(s)|ds  =∫

t

0.6t

1
6+6s

ds+∫
t

0.4t

1
6+6s

ds→
1
6
(2ln5-ln3-ln2)=0.237

 

853

∫
t

0
e

-∫tsh(μ)dμ|h(s)|(∑
2

i=1
 ∫
s

s-τi(s)
|hi(μ)|dμ)ds≤0.237

 

853
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|∑
2

i=1
 

(hi(s-τi(s))(1-τ'i(s))-bi(s))|=0

易知,

∫
∞

0
h(s)ds=∞

令

α=0.237
 

853+0.237
 

853=0.475
 

705<1
则由推论3知,

 

系统(11)零解均方渐近稳定.
注7 易知由引理2不可以得到系统(11)零解的均方渐近稳定性.

事实上,
 

b1(t)=
1

10+6t
,

 

b2(t)=
1

15+6t
,

 

t-0.4t和t-0.6t的反函数分别为5t
3

和5t
2.

 

则

b1(g1(t))=
1

10+10t
   b2(g2(t))=

1
15+15t

且

Q(t)=
1

6+6t
当t→ ∞ 时,

∑
2

i=1
 ∫
t

t-τi(t)
|bi(gi(s))|ds=∫

t

0.6t

1
10+10s

ds+∫
t

0.4t

1
15+15s

ds→

1
10
(ln5-ln3)+

1
15
(ln5-ln2)=0.112

 

169

∑
2

i=1
 ∫
t

0
e

-∫tsQ(μ)dμ|Q(s)|∫
s

s-τi(s)
|bi(gi(μ))|dμds→0.112

 

169

∑
2

i=1
 

|bi(s)||τ'i(s)|=
2
5×

1
10+6s+

3
5×

1
15+6s→

1
6+6s

所以,
 

当t→ ∞ 时,

θ=∑
2

i=1
 ∫
t

0
e

-∫tsQ(μ)dμ|bi(s)||τ'i(s)|ds→∫
t

0
e

-∫ts 1
6+6μdμ 1

6+6s  ds→1
上面的证明可以得出,

0.112
 

169+0.112
 

169+1=1.224
 

337>1
不满足引理2的条件.

 

所以由引理2不能得出系统(11)的零解均方渐近稳定性.

3 结  论

通过本文的研究,
 

得出如下结论:

1)不动点方法较传统的李雅普诺夫直接法有一定的优越性.

2)文章在构造映射算子时,
 

根据多时滞动力系统时滞的特点,
 

分别引入不同的对应函数hi(s),
 

i=1,

2,…,n,
 

然后利用这n个函数来构造算子,
 

再利用Banach不动点方法来研究随机动力系统的稳定性,
 

推广

和改进了前人研究的结果.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

class
 

of
 

dynamic
 

Integro
 

differential
 

dynamical
 

systems
 

with
 

time-varying
 

delays
 

is
 

discussed.
 

The
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

asymptotic
 

stability
 

of
 

the
 

zero
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

are
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

fixed
 

point
 

method.
 

Some
 

continuous
 

functions
 

hi(s),
 

i=1,2,…,n
 

are
 

introduced
 

according
 

to
 

the
 

characteristics
 

of
 

the
 

dynamic
 

system
 

with
 

delays,
 

and
 

then
 

these
 

functions
 

are
 

used
 

to
 

construct
 

the
 

operator.
 

Finally,
 

the
 

Banach
 

fixed
 

point
 

method
 

is
 

used
 

to
 

study
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

dynamic
 

system.
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Banach
 

fixed
 

point;
 

asymptotically
 

stable;
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integrodifferential
 

dynamic
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varying
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