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O-U过程下具有不确定执行价格的领子期权定价①
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摘要:假设股票价格遵循广义O-U(Ornstein-Uhlenback)过程,
 

执行价格为不确定执行价格并服从几何分数布朗运

动,
 

利用拟鞅和测度变换的方法,
 

得到该模型下领子期权定价公式并进行数值分析.
 

该结果推广了常数参数下领子

期权的结果,
 

为金融衍生品创新提供了更多的理论依据.
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自期权诞生至今,
 

一直是广受欢迎的风险控制工具[1-2],
 

其中领子期权[3-11]备受关注.
 

本文采用时变参

数并假设股票价格服从O-U过程,
 

为进一步降低金融市场的风险与不确定性,
 

与具有不确定性执行价格的

期权相结合并假设执行价格服从几何分数布朗运动,
 

利用随机微分方程和拟鞅的方法,
 

得到时变参数下基

于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权定价公式.
 

最后对常数参数下基于O-U过程具有不确定执行

价格的领子期权定价公式进行数值分析,
 

得到相应结论.

1 预备知识

假设市场满足B-S模型的条件,
 

即市场是均衡的、
 

完备的且无套利机会的,
 

市场存在两种资产:
 

一种

是无风险资产,
 

如债券;
 

另一种是风险资产,
 

如股票.
定义1 领子期权在T 时刻收益为

S(T)+max(K1(T)-S(T),
 

0)-max(S(T)-K2(T),
 

0)=
max(S(T)-K1(T),

 

0)-max(S(T)-K2(T),
 

0)+K1(T)
假设股票价格S(t)服从广义O-U过程

dS(t)=(μ(t)-α
 

ln
 

S(t))S(t)dt+σ(t)S(t)dB(t) (1)
其中:

 

σ(t)为股票瞬时波动率,
 

α为常数,
 

B(t)为布朗运动.
满足(1)式的解为

S(t)=S(0)e
-αt

e
e-αt∫

t

0
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du+e-αt∫

t

0
eαuσ(u)dB(u)

(2)
假设执行价格K1(t),K2(t)分别服从

dK1(t)=a1(t)K1(t)dt+b1(t)K1(t)dBH(t) (3)

dK2(t)=a2(t)K2(t)dt+b2(t)K2(t)dBH(t) (4)
其中:

 

a1(t),a2(t),b1(t),b2(t)为关于时间的确定性函数;
 

BH(t)为分数布朗运动,
 

Hurst参数为 H ∈
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1
2
,

 

1  且与布朗运动 B(t)相互独立.
 

本文中若无特殊说明,
 

则分数布朗运动中 Hurst参数 H ∈

1
2
,

 

1  并且记

ϕ(u,
 

v)=H(2H -1)|u-v|2H-2

|f|2ϕ =:
 

∫R∫R
f(u)f(v)ϕ(u,

 

v)dudv

L2
ϕ ={f||f|2ϕ <+∞}

满足(3),(4)式的解为

K1(t)=K1(0)e
∫

t

0
a1(u)du+∫

t

0
b1(u)dBH(u)-

1
2|b1|

2
ϕ,

 

t (5)

K2(t)=K2(0)e
∫

t

0
a2(u)du+∫

t

0
b2(u)dBH(u)-

1
2|b2|

2
ϕ,

 

t (6)

其中:
 

|bi|2ϕ, 

t=∫
t

0∫
t

0
bi(u)bi(v)ϕ(u,

 

v)dudv,
 

ϕ(u,
 

v)=H(2H -1)|u-v|2H-2
 

(u,v∈R,
 

i=1,2).

引理1[12] 假设BH1
(t)是概率空间(ΩH1

,
 

F
H1
T ,

 

{F
H1
t },

 

PH1
)上Hurst参数为H1∈

1
2
,

 

1􀭠
􀭡

􀪁􀪁  的分数

布朗运动,
 

ZH2
(t)是概率空间(ΩH2

,
 

F
H2
T ,

 

{F
H2
t },

 

PH2
)上Hurst参数为 H2 ∈

1
2
,

 

1  的分数布朗运动.
 

BH1
(t),ZH2

(t)相互独立.
 

(Ω,
 

FT,
 

{Ft},
 

P)=(ΩH1
􀱋ΩH2

,
 

F
H1
T 􀱋F

H2
T ,

 

{F
H1
t }􀱋{F

H2
t },

 

PH1
􀱋PH2

)

表示积空间,
 

设σB(v),
 

σZ(v)为[0,
 

T]上的连续函数,
 

X(u)=∫
u

0
σB(v)dBH1

(v)+∫
u

0
σZ(v)dZH2

(v)

函数f:
 

R →R满足EP[f(X(T))]< ∞,
 

则对于任意t≤T,
 

有

E􀮨t
P[f(X(T))]=∫R

1
2πσ(t,

 

T)
e

-
(u-X(t))2

2σ2(t,
 

T)f(u)du

其中

σ2(t,
 

T)=
∫

T

t
σB

2(u)du+|σZ|2ϕ2,
 

T -|σZ|2ϕ2,
 

t H1=
1
2
,

 

H2 ∈
1
2
,

 

1  
|σB|2ϕ1,

 

T -|σB|2ϕ1,
 

t+|σZ|2ϕ2,
 

T -|σZ|2ϕ2,
 

t H1,H2 ∈
1
2
,

 

1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

ϕi(u,
 

v)=Hi(2Hi-1)|u-v|
2Hi-2,

 

i=1,2
  引理2[12] 在引理1的条件下有

E􀮨t
P[1{X(T)>M}]=N X(t)-M

σ(t,
 

T)  
其中M 为一常数,

 

E􀮨t
P 为拟条件期望,

 

N(·)为正态分布累积函数.
  引理3[12] 设f 为R上的有界函数,

Λ(u)=e
X(u)-

1
2σ
2(0,

 

u)

其中X(u),
 

σ2(0,
 

u)见引理1,
 

则存在测度Q=QH1
􀱋QH2

使得

E􀮨t
P

Λ(T)
Λ(t)f

(X(T))􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =E􀮨t
Q[f(X(T))]

且

B􀮨H1(t)
=

BH1(t)
-∫

t

0
σB(u)du H1=

1
2

BH1(t)
-2∫

t

0∫
v

0
σB(u)ϕ1(u,

 

v)dudv H1 ∈
1
2
,

 

1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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是QH1
上Hurst参数为 H1 的分数布朗运动;

 

Z􀮨H2
(t)=ZH2

(t)-2∫
t

0∫
v

0
σZ(u)ϕ2(u,

 

v)dudv

是QH2
上Hurst参数为 H2 的分数布朗运动.

引理4[13] 对于任意0<t<T 和λ∈C有

E􀮨t
P[e

λ∫
T

0
f(s)dBH(s)]=e

λ∫
t

0
f(s)dBH(s)+

λ2

2(|f|
2
ϕ,

 

T-|f|2ϕ,
 

t)

2 基于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权定价

定理1 设S(t),K1(t),K2(t)分别服从SDE(1),(2),(3),
 

则到期日为T、
 

时变参数下基于O-U过

程具有不确定执行价格的领子期权在期满前任意时刻t的价格为

f(St,
 

t)=S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du+

1
2e

-2αT∫T
t
e2αuσ2(u)du

·

(N(d1)-N(d3))+K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du

N(-d2)+K2(t)e
∫

T

t
(a2(u)-r(u))du

N(d4)
其中

d1 =
ln

 S(t)e
-ατ

K1(t)
-∫

T

t
a1(u)du+e-αT∫

T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ

2(u))du+
1
2
(|b1|

2
ϕ,

 

T -|b1|
2
ϕ,

 

t)+e
-2αT∫

T

t
e2αuσ2(u)du

σ1(t,
 

T)

d3 =
lnS

(t)e
-ατ

K2(t)
-∫

T

t
a2(u)du+e-αT∫

T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ

2(u))du+
1
2
(|b2|

2
ϕ,

 

T -|b2|
2
ϕ,

 

t)+e
-2αT∫

T

t
e2αuσ2(u)du

σ2(t,
 

T)
d2=d1-σ1(t,

 

T),
 

d4=d3-σ2(t,
 

T)

σ2i(t,
 

T)=|bi|2ϕ, 

T -|bi|2ϕ, 

t+e-2αT∫
T

t
e2αuσ2(u)du,

 

i=1,
 

2

ϕ(s,
 

t)=H(2H -1)|s-t|2H-2,
 

τ=T-t
  证  由风险中性定价原理知

f(S(t),
 

t)=E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

max(S(T)-K1(T),
 

0)-max(S(T)-K2(T),
 

0)+K1(T)    =

E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

(S(T)-K1(T))1{S(T)>K1(T)}  -E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

(S(T)-K2(T))· 

1{S(T)>K2(T)} +E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

K1(T)  =

E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

S(T)1{S(T)>K1(T)}  -E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

K1(T)1{S(T)>K1(T)}  -

E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

S(T)1{S(T)>K2(T)}  +E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

K2(T)1{S(T)>K2(T)}  +

E􀮨t
P e

-∫
T

t
r(u)du

K1(T)  =:

I1+I2+I3+I4+I5 (7)
下分别计算I1,I2,I3,I4,I5.

 

由(2)式可知

I1=S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du

·

E􀮨t
P e

e-αT∫T
t
eαuσ(u)dB(u)

1{S(T)>K1(T)}  (8)

由引理3,
 

取σB(v)=e-αTeαvσ(v),
 

σZ(v)=0,

Λ1(u)=e
∫

u

0
e-αTeαvσ(v)dB(v)-

1
2∫

T

t
e-2αTe2αvσ2(v)dv
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存在测度Q1=QB 􀱋PH 使得

I1 =S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du+

1
2e

-2αT∫T
t
e2αuσ2(u)du

·E􀮨tQ1 1{S(T)>K1(T)}  =

S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du+

1
2e

-2αT∫T
t
e2αuσ2(u)du

·Q1(S(T)>K1(T)) (9)
且

B􀮨(t)=B(t)-∫
t

0
e-αTeαuσ(u)du

为QB 下的布朗运动.
 

将

dB􀮨(t)=dB(t)-e-αTeαtσ(t)dt
代入S(T)有

S(T)=S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du+e-2αT∫T

t
e2αuσ2(u)du+e-αT∫T

t
eαuσ(u)dB􀮨(u) (10)

则

S(T)>K1(T)⇔

S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du+e-2αT∫T

t
e2αuσ2(u)du+e-αT∫T

t
eαuσ(u)dB􀮨(u)

>

K1(t)e
∫

T

t
a1(u)du+∫

T

t
b1(u)dBH(u)-

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)

⇔

e-αT∫
T

t
eαuσ(u)dB􀮨(u)-∫

T

t
b1(u)dBH(u)>-d1σ1(t,

 

T) (11)

令

X1(v)=e-αT∫
v

0
eαuσ(u)dB􀮨(u)-∫

v

0
b1(u)dBH(u),

 

M1=-d1σ1(t,
 

T)+X1(t)

则由(11)式可知

S(T)>K1(T)⇔X1(T)>M1

由引理2,
 

取σB(v)=e-αTeαvσ(v),
 

σZ(v)=-b1(v)有

Q1(S(T)>K1(T))=N
X1(t)-M1

σ1(t,
 

T)  =N(d1) (12)

此时

I1=S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du+

1
2e

-2αT∫T
t
e2αuσ2(u)duN(d1) (13)

同理可得

I3=-S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du-∫T

t
r(u)du+

1
2e

-2αT∫T
t
e2αuσ2(u)duN(d3) (14)

由(5)式可知

I2=-K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du·E􀮨t

P e
∫

T

t
b1(u)dBH(u)-

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)

1{S(T)>K1(T)}  (15)

由引理3,
 

取σB(v)=0,
 

σZ(v)=b1(v),

Λ2(u)=e
∫

u

0
b1(v)dBH(v)-

1
2|b1|

2
ϕ,

 

u

存在测度Q2=PB 􀱋QH 使得

I2=-K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du·E􀮨t

Q2
[1{S(T)>K1(T)}

]=

-K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du·Q2(S(T)>K1(T)) (16)

且

B􀮨H(t)=BH(t)-2∫
t

0∫
v

0
b1(u)ϕ(u,

 

v)dudv (17)
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是QH 下分数布朗运动,
 

将

dB􀮨H(t)=dBH(t)-2∫
t

0
b1(u)ϕ(u,

 

t)dudt (18)

代入K1(T)有

K1(T)=K1(t)e
∫

T

t
a1(u)du+∫

T

t
b1(u)dB􀮨H(u)+12(|b1|2ϕ, 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t) (19)
则

S(T)>K1(T)⇔

S(t)e
-ατ

e
e-αT∫T

t
eαu(μ(u)-

1
2σ
2(u))du+e-αT∫T

t
eαuσ(u)dB(u)

>

K1(t)e
∫

T

t
a1(u)du+∫

T

t
b1(u)dB􀮨H(u)+12(|b1|2ϕ, 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)

⇔

e-αT∫
T

t
eαuσ(u)dB(u)-∫

T

t
b1(u)dB􀮨H(u)>-d2σ1(t,

 

T) (20)

令

X2(v)=e-αT∫
v

0
eαuσ(u)dB(u)-∫

v

0
b1(u)dB􀮨H(u),

 

M2=-d2σ1(t,
 

T)+X2(t)

则由(20)式可知

S(T)>K1(T)⇔X2(T)>M2

由引理2,
 

取σB(v)=e-αTeαvσ(v),
 

σZ(v)=-b1(v)有

Q2(S(T)>K1(T))=N
X2(t)-M2

σ1(t,
 

T)  =N(d2) (21)

此时

I2=-K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du

N(d2) (22)
同理可得

I4=K2(t)e
∫

T

t
(a2(u)-r(u))du

N(d4) (23)
由(5)式及引理4可知

I5=E􀮨t
P[K1(t)e

∫
T

t
(a1(u)-r(u))du+∫

T

t
b1(u)dBH(u)-

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)]=

K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du-∫

t

0
b1(u)dBH(u)-

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)

E􀮨t
P[e
∫

T

0
b1(u)dBH(u)]=

K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du-∫

t

0
b1(u)dBH(u)-

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)·e∫
t

0
b1(u)dBH(u)+

1
2(|b1|

2
ϕ,

 

T-|b1|
2
ϕ,

 

t)

=

K1(t)e
∫

T

t
(a1(u)-r(u))du (24)

由(13),(14),(22),(23),(24)式可知定理1得证.

3 数值结果与分析

本节通过数值计算实例分析期权期限T 对常数参数下基于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权

定价的影响,
 

并与Black-Scholes模型进行比较,
 

得出相应结论.
由定理1我们可以得到,

 

常数参数下基于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权在0时刻的价格

为

f(S0,
 

0)=S(0)e
-αT

e
1
α(1-e

-αT)μ-
1
2σ
2  -rT+

1
4ασ
2(1-e-2αT)(N(d1)-N(d3))+

K1(0)e
(a1-r)TN(-d2)+K2(0)e

(a2-r)TN(d4)
其中
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d1=
lnS

(0)e
-αT

K1(0)
-a1T+

1
α
(1-e-αT)μ-

1
2σ

2  +12b21T2H +
1
2ασ

2(1-e-2αT)

σ1(0,
 

T)

d3=
lnS

(0)e
-αT

K1(0)
-a2T+

1
α
(1-e-αT)μ-

1
2σ

2  +12b22T2H +
1
2ασ

2(1-e-2αT)

σ2(0,
 

T)

d2=d1-σ1(0,
 

T),
 

d4=d3-σ2(0,
 

T)

σ2i(0,
 

T)=b2iT2H +
1
2ασ

2(1-e-2αT),
 

i=1,2

  利用常数参数下基于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权定价公式,
 

借助 MATLAB软件计

算期权价格,
 

观察期权期限T对期权价格的影响,
 

参考文献[3]取定模型参数如下:
 

给定当前标普500
指数S(0)=555美元,

 

两个执行价格K1(0)=525美元、
 

K2(0)=575美元,
 

无风险利率r=0.06,
 

波动率

σ=0.15.
 

依据我们通常对市场的模拟与假设分别取收益率期望μ=0.2、
 

修正系数α=0.005,
 

关于执行价

格K1 和K2 的参数分别取a1=0.04,a2=0.03,b1=0.1,b2=0.25,
 

图1分析了Hurst参数H 分别取0.6,

0.7,0.8,T∈(0.5,
 

3)时交割日期T 对期权价格的影响,
 

并与普通的B-S模型进行比较,
 

得出相应结论.

图1 期权价格与期权期限的关系

  图1表明,
 

在B-S模型及本文建立的模

型下期权价格均随期权期限T 的增长而降低.
 

在

本文模型中,
 

期权期限T 大约为一年,
 

期权价格

几乎不受参数 H 的影响;
 

当期权期限T 短于一

年时,
 

期权价格随参数 H 增加而增加;
 

当期权期

限T长于一年时,
 

期权价格随参数 H 增加而降

低,
 

并且期权期限越长变化越明显.
 

除此之外,
 

基于O-U过程具有不确定执行价格的领子期权

价格低于B-S模型中的领子期权价格,
 

即O-U过

程下具有不确定执行价格的领子期权能有效地降

低风险,
 

必将受到更多投资者的喜爱并进一步占

据更广泛的市场.

4 总 结

本文在标的资产服从O-U过程,
 

敲定价格服

从几何分数布朗运动的假设下,
 

利用拟鞅和测度变换的方法得到了具有不确定执行价格的领子期权定价公

式,
 

O-U过程模拟了股票价格均值回归的特点,
 

不确定执行价格降低了市场风险,
 

也更加接近市场实际情

况.
 

这种假设更具有现实意义,
 

给金融衍生品创新提供了更多的理论依据.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

assume
 

that
 

the
 

stock
 

price
 

follows
 

generalized
 

O-U
 

(Ornstein-Uhlenback)
 

process,
 

and
 

the
 

strike
 

price
 

is
 

uncertain
 

and
 

follows
 

Geometric
 

fractional
 

Brownian
 

motion.
 

Using
 

the
 

methods
 

of
 

quasi-martingale
 

and
 

measure
 

transformation,
 

we
 

get
 

the
 

pricing
 

formulas
 

of
 

collar
 

options
 

un-
der

 

this
 

model
 

and
 

make
 

numerical
 

analysis.
 

The
 

results
 

generalize
 

the
 

related
 

results
 

of
 

the
 

collar
 

options
 

under
 

constant
 

parameters,
 

and
 

provide
 

more
 

theoretical
 

evidences
 

for
 

the
 

innovation
 

of
 

financial
 

deriva-
tives.
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