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摘要:应用包络理论,
 

研究了三阶三系数偏差分方程

pum+3,n +qum,n+3+um+1,n +um,n+1+rum,n =0   p,q,r∈R,
 

m,n∈N

的振动性,
 

给出了振动的充要条件.
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众所周知,
 

偏微分方程的求解是比较困难的,
 

一般计算的方法都是经过差分将其离散化,
 

进而得到相

应的偏差分方程,
 

然后通过计算偏差分方程的解来研究偏微分方程的解,
 

因此偏差分方程的解的研究就显

得十分重要[1-4].
 

另外,
 

在土木工程、
 

机械控制等实际问题中存在着各种振动现象[5-8],
 

而描述这些现象的

数学模型大多是偏微分方程,
 

因此为了研究工程实际问题的振动行为,
 

有必要对偏差分方程的解的振动特

性进行研究.
 

然而在研究偏差分方程的振动特性时,
 

受到Laplace反变换计算难度的影响,
 

偏差分方程的振

动性研究成果相对较少[9-12].
 

文献[13]借助包络理论研究了偏差分方程

um+2,n +um,n+2+aum+1,n +bum,n+1+cum,n =0   a,b,c∈R,
 

m,n∈N
的振动性,

 

并且给出了方程振动的充要条件.
 

文献[14-16]进一步研究了三类二阶三系数偏差分方程的

振动性,
 

同时给出了相应方程解的不同振动条件,
 

本文在文献[14-16]的基础上,
 

考虑一类三阶三系数

偏差分方程

pum+3,n +qum,n+3+um+1,n +um,n+1+rum,n =0   p,q,r∈R,
 

m,n∈N (1)

的振动性.

1 主要结果

为了顺利给出方程(1)的振动条件,
 

首先给出引理1.
引理1[17] 设A,B,C,F 是定义在Rn 上的n元可微函数,

 

Γ 是Ax+By+Cz=F 确定的n参数平面

族,
 

Σ是Γ的包络,
 

则Ax+By+Cz=F 没有实根当且仅当没有Σ的切平面通过点(x,
 

y,
 

z).
 

相应地,
 

如

果设A􀮨,B􀮨,F􀮨 是定义在Rn 上的n元可微函数,
 

Γ􀮨 是A􀮨x+B􀮨y=F􀮨 确定的n参数直线族,
 

Σ􀮨 是Γ􀮨 的包络,
 

则

A􀮨x+B􀮨y=F􀮨 没有实根当且仅当没有Σ􀮨 的切线通过点(x,
 

y).
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定理1 方程(1)是振动的当且仅当p<0,
 

q<0,
 

r<-
2
3 -

1
3p  

1
2

+ -
1
3q  

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

证  由于方程(1)是否振动主要由其特征方程是否有正根来判定,
 

因此首先计算方程(1)的特征方程

f(p,
 

q,
 

r,
 

λ,
 

μ)=pλ3+qμ3+λ+μ+r=0   (p,
 

q,
 

r)∈R3,
 

(λ,
 

μ)∈R2 (2)

进而在R3内寻找特征方程(2)没有正根的区域.
 

对于任意给定的正实数对(λ,
 

μ)∈R2,
 

方程(2)都可以在

R3 中确定一个平面,
 

因此可将f(x,
 

y,
 

z,
 

λ,
 

μ)=0视为R3 上的关于λ,μ 的双参数平面族.
根据包络的定义,

 

由特征方程(2)所确定的双参数平面族的包络S 上点满足

f(x,
 

y,
 

z,
 

λ,
 

μ)=λ3x+μ3y+λ+μ+z=0

fλ(x,
 

y,
 

z,
 

λ,
 

μ)=3λ2x+1=0

fμ(x,
 

y,
 

z,
 

λ,
 

μ)=3μ2y+1=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁    λ>0,

 

μ>0 (3)

故

z(x,
 

y)=-
2
3 -

1
3x  

1
2

+ -
1
3y  

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁    x<0,
 

y<0 (4)

则

∂z
∂x=-

1
9x2 -

1
3x  

-
1
2

∂z
∂y=-

1
9y2 -

1
3y  

-
1
2

∂2z
∂x2=

3
6x3 -

1
x  

-
1
2

∂2z
∂y2=

3
6y3 -

1
y  

-
1
2

∂2z
∂x∂y=0

因此,
 

当x <0,
 

y<0时,
 

有

∂2z
∂x2 <0,

 ∂2z
∂y2 <0,

 ∂2z
∂x2

∂2z
∂y2-

∂2z
∂x∂y  

2

=
1
12
(xy)

5
2 >0

图1 特征方程(2)所确定的平面族的包络S

  由文献[18]知,
 

当x <0,
 

y<0时,
 

z(x,
 

y)在(- �,
 

+�)×(-�,
 

+�)上是上凸函数且

z(x,
 

y)<0(图1).
由上 凸 函 数z(x,

 

y)的 性 质 可 知,
 

当 点

(x,
 

y,
 

z)在包络S 的下方区域时,
 

不存在包

络S 的切平面通过点(x,
 

y,
 

z),
 

即当p <0,
 

q < 0,
 

r <-
2
3 -

1
3p  

1
2

+ -
1
3q  

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

方程(1)是振动的,
 

同时由引理1可知,
 

该条件为

充要条件,
 

故方程(1)是振动的当且仅当p<0,
 

q<0,
 

r<-
2
3 -

1
3p  

1
2

+ -
1
3q  

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .
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证毕.
下面给出退化型偏差分方程(1)的振动条件.

 

令特征方程(2)中的一个参数为零,
 

则有

pλ3+λ+r=0,
 

μ=0 (5a)

qμ3+μ+r=0,
 

λ=0 (5b)

特征方程(5)对应的差分方程变为常差分方程

pun+3+un+1+run =0 (6a)

qum+3+um+1+rum =0 (6b)

  定理2 方程(6a)是振动的当且仅当p<0,
 

r<-
2
3 -

1
3p  

1
2

或者p=0,
 

r≥0;
 

方程(6b)是振动

的当且仅当q<0,
 

r<-
2
3 -

1
3q  

1
2

或者q=0,
 

r≥0.

证  方程(6a)的特征方程为

f(p,
 

r,
 

λ)=pλ3+λ+r=0   (p,
 

r)∈R2,
 

λ∈R (7)

  􀃬
 

当p=0时,
 

特征方程(7)没有正根当且仅当r≥0;

  􀃭
 

当p≠0时,
 

特征方程(7)的系数(p,
 

r)可以看成是R2内的点,
 

只需在R2内寻找使得特征方程(7)

没有正根的点所在的区域即可.
 

对于任意的正实数λ∈R,
 

方程(7)都可以在R2中确定一条直线,
 

因此可将

f(x,
 

y,
 

λ)=0视为R2 上的单参数直线族,
 

故由特征方程(7)所确定的单参数直线族的包络C 上点满足

f(x,
 

y,
 

λ)=λ3x+λ+y=0

fλ(x,
 

y,
 

λ)=3λ2x+1=0    λ>0 (8)

则

y(x)=-
2
3 -

1
3x  

1
2

   x<0 (9)

图2 特征方程(7)所确定的直线族的包络C

  图2为特征方程(7)所确定的直线族的包络C,
 

且为第三象限中的上凸曲线,
 

当点(p,
 

r)在包络C的

下方,
 

即当p<0,
 

r<-
2
3 -

1
3p  

1
2

时,
 

方程(6a)是

振动的,
 

同时由引理1可知,
 

该条件为充要条件,
 

方

程(6a)是振动的当且仅当p <0,
 

r<-
2
3 -

1
3p  

1
2

或者p=0,
 

r≥0.
 

同理可证方程(6b)是振动的当且

仅当q<0,
 

r<-
2
3 -

1
3q  

1
2

或者q=0,
 

r≥0.

证毕.

2 数值仿真

例1 给定偏差分方程

-0.03um+3,n +um+1,n -0.9um,n =0 (10)

  由定理1知,
 

当p= -0.03<0,
 

q= -0.27<0,
 

r= -30<-
2
3

1
3·0.03  

1
2

+
1

3·0.27  
1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = -
80
27
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时,
 

定理1条件满足,
 

因此方程(1)振动(图3).
例2 给定常差分方程

-2.43um+3,n +um+1,n -0.9um,n =0 (11)

  由定理2可知,
 

当p=-2.43<0,
 

r=-0.9<-
2
3

1
3·2.43  

1
2

=-
20
81

时,
 

定理2条件满足,
 

因此

方程(11)振动(图4).

图3 方程(10)的振动图像 图4 方程(11)的振动图像
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

study
 

the
 

oscillatory
 

behavior
 

of
 

the
 

third-order
 

partial
 

difference
 

equation
 

with
 

three
 

coefficients

pum+3,n +qum,n+3+um+1,n +um,n+1+rum,n =0   p,q,r∈R,
 

m,n∈N
 

Meanwhile,
 

using
 

the
 

envelope
 

theory,
 

we
 

obtain
 

the
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

oscillation
 

of
 

solutions.
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characteristic
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