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混合边值问题解的存在唯一性①

邢艳元1,2, 郭志明1

1.
 

广州大学
 

数学与信息科学学院,
 

广州
 

510006;
 

2.
 

吕梁学院
 

数学系,
 

山西
 

吕梁
 

033000

摘要:主要研究了一类1<α<2的分数阶脉冲微分方程的混合边值问题.
 

首先将非线性微分方程转化为等价的积

分方程,
 

然后利用Leray-Schauder和Altman不动点定理,
 

得到了解的存在性和唯一性,
 

并且给出了一个例子说明

结论的正确性,
 

推广和改进了相关结论.
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分数阶微积分理论是整数阶微积分理论的延伸与拓展,
 

由于其良好的遗传性和记忆性,
 

受到越来越多

学者的广泛关注,
 

它在光学和热学系统、
 

流变学及材料力学系统、
 

信号处理和系统识别、
 

控制和机器人等

应用领域都有广泛的应用[1-6].
 

脉冲微分方程是微分方程理论的一个重要分支,
 

脉冲现象在现代科技各领

域的实际问题中是普遍存在的,
 

脉冲微分系统最突出的特点是能够充分考虑到瞬时突变现象对状态的影

响,
 

能够更深刻、
 

更精确地反映事物的变化规律[7-11].
文献[12]研究了一类1<α<2的Caputo分数阶脉冲微分方程:

C
0Dα

tu(t)=f(t,
 

u(t))   t∈J',
 

J=[0,
 

1]

Δu|t=tk =Ik(u(tk)),
 

Δu'|t=tk =Jk(u(tk))   k=1,2,…,m

au(0)+bu(1)=0,
 

au'(0)+bu'(1)=0










其中Ik(u(tk))=u(t+
k)-u(t-

k),
 

Jk(u(tk))=u'(t+
k)-u'(t-

k),
 

C
0Dα

t 是Caputo分数阶导数.
 

通过应用

Krasonselskii不动点定理研究了上述方程反周期边值问题解的存在唯一性.
文献[13]研究了一类1<α<2的Caputo分数阶脉冲微分方程:

C
0Dα

tu(t)=f(t,
 

u(t))   t∈J',
 

J=[0,
 

1]

Δu|t=tk =Ik(u(tk)),
 

Δu'|t=tk =Jk(u(tk))   k=1,2,…,m

u(0)+u'(0)=0,
 

u(1)+u'(1)=0










其中Ik(u(tk))=u(t+
k)-u(t-

k),
 

Jk(u(tk))=u'(t+
k)-u'(t-

k),
 

C
0Dα

t 是Caputo分数阶导数.
 

通过应用

Banach不动点理论得出了上述方程混合边值问题解的存在唯一性.
受以上结论的启发,

 

本文主要研究如下方程:
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C
0Dα

tu(t)=f(t,
 

u(t))

Δu|t=tk =Ik(u(tk)),
 

Δu'|t=tk =Jk(u(tk))   k=1,2,…,p

u(0)+u'(1)=0,
 

u'(0)+u(1)=0








 (1)

其中C
0Dα

t 是Caputo分数阶导数,
 

1<α<2,
 

f:
 

J×R →R,
 

Ik,Jk:
 

R →R是连续函数,
 

并且

0=t0 <t1 < … <tp <tp+1=1
Ik(u(tk))=u(t+

k)-u(t-
k)   Jk(u(tk))=u'(t+

k)-u'(t-
k)

其中u(t+
k)和u(t-

k)分别指u(t)在t=tk 处的右极限和左极限,
 

同理u'(t+
k)和u'(t-

k)分别指u'(t)在t=tk

处的右极限和左极限.

1 预备知识

令J=[0,
 

1],
 

J0=[0,
 

t1],
 

Ji=(ti,
 

ti+1],
 

i=1,2,…,p-1,
 

Jp =(tp,
 

1],
 

D=[t1,
 

t2,
 

…,
 

tp]⊂
(0,

 

1),
 

J' =J\D.
 

并且PC[J,
 

R]={u|u:
 

J →R,
 

u∈C[0,
 

t1]∪C(tk,
 

tk+1];
 

u(t+
k)和u(t-

k)都

存在,
 

且u(tk)=u(t-
k)(1≤k≤p)},

 

其中‖u‖PC =sup
t∈J

|u(t)|.

定义1[14] 函数f∈ [0,
 

∞) →R的α>0阶Riemann-Liouville积分

0Iα
tf(t)=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1f(s)ds

叫作函数f(t)的α 次积分.
 

若函数f(t)
 

n 阶可导,
 

则对f(t)的α 次Caputo导数定义如下:

C
0Dα

tf(t)=
1

Γ(n-α)∫
t

0
(t-s)n-α-1f(n)(s)ds   ∀α>0

其中n=[α]+1.
引理1[14] 令α>0,

 

则0Iα
t

C
0Dα

th(t)=h(t)+c0+c1t+…+cn-1tn-1,
 

其中ci 为常数,
 

n=[α]+1.
引理2[15] E⊂PC(J,

 

R)是相对紧的当且仅当任何函数u(t)∈E 在J 上一致有界,
 

且在Jk(k=1,

2,…,p)上是等度连续的.
引理3[16] 若E 是Banach空间,

 

假设Ω ⊂E 为有界的开集,
 

且θ∈Ω,
 

令T:
 

Ω →E 是全连续算

子,
 

满足 ∀u∈∂Ω,
 

‖Tu‖ ≤ ‖u‖,
 

则T 在Ω 上有不动点.
引理4[16] 若E 是Banach空间,

 

假设T:
 

E →E 是全连续算子,
 

且V= {u∈E|u=μTu,
 

0<

μ<1}有界,
 

则T 在E 上有不动点.
引理5 假设y:

 

[0,
 

1] →R是连续函数,
 

且1<α<2,
 

则分数阶脉冲微分方程混合边值问题
C
0Dα

tu(t)=y(t)   1<α<2
Δu|t=tk =Ik(u(tk)),

 

Δu'|t=tk =Jk(u(tk))

u(0)+u'(1)=0,
 

u'(0)+u(1)=0










等价于非线性积分方程

u(t)=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1y(s)ds+

t-2
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds+

1-t
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds  t∈J0

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1y(s)ds+

t-2
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds+

1-t
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds+

(t-2)∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj +(t-1)∑

p

j=1
Jj(u(tj))+(2-t)∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

∑
p

j=k+1

(tj -t)Jj(u(tj))-∑
p

j=k+1
Ij(u(tj)),

 

t∈Jk,
 

k=1,2,…,p


















  证  必要性

  假设u(t)是方程(1)的解,
 

当t∈Jk 时,
 

对方程(1)中的第一个方程两边同时取α次积分,
 

再由引理1,
 

对ak,bk ∈R(k=0,1,…,p),
 

有
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0Iα
t
C
0Dα

tu(t)=0Iα
ty(t)=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1y(s)ds

u(t)=
1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1y(s)ds+ak +bkt (2)

u'(t)=
1

Γ(α-1)∫
t

0
(t-s)α-2y(s)ds+bk (3)

再由t0=0,
 

tp =1,
 

以及u(0)+u'(1)=0,
 

u'(0)+u(1)=0,
 

可得

a0+
1

Γ(α-1)∫
1

0
(1-s)α-2y(s)ds+bp =0 (4)

b0+
1

Γ(α)∫
1

0
(1-s)α-1y(s)ds+ap +bp =0 (5)

又因为Δu'(tk)=Jk(u(tk))=u'(t+
k)-u'(t-

k)=bk -bk-1,
 

Δu(tk)=Ik(u(tk))=u(t+
k)-u(t-

k),
 

得

bk =bp -∑
p

j=k+1
Jj(u(tj)) (6)

ak =ap +∑
p

j=k+1
Jj(u(tj))tj -∑

p

j=k+1
Ij(u(tj)) (7)

将(6),(7)式代入(4),(5)式,
 

且两式相减,
 

可得

bp =∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj +∑

p

j=1
Jj(u(tj))-∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

1
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds-

1
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds (8)

ap =-2∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj -∑

p

j=1
Jj(u(tj))-

2
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds+

2∑
p

j=1
Ij(u(tj))+

1
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds (9)

将(8),(9)式代入(6),(7)式,
 

得

ak =-2∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj -∑

p

j=1
Jj(u(tj))-

2
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds+2∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

1
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds+∑

p

j=k+1
Jj(u(tj))tj -∑

p

j=k+1
Ij(u(tj)) (10)

bk =∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj +∑

p

j=1
Jj(u(tj))-∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

1
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds-

1
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds-∑

p

j=k+1
Jj(u(tj)) (11)

因此,
 

对k=0,1,…,p-1,
 

当t∈ (tk,
 

tk+1]时,
 

有

u(t)=
1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1y(s)ds+

t-2
Γ(α-1)∫

1

0
(1-s)α-2y(s)ds+

1-t
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1y(s)ds+

(t-2)∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj +(t-1)∑

p

j=1
Jj(u(tj))+(2-t)∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

∑
p

j=k+1

(tj -t)Jj(u(tj))-∑
p

j=k+1
Ij(u(tj))

则必要性成立.
 

另外,
 

对积分方程两边分别求α 次分数阶导数,
 

易知其满足方程(1),
 

充分性成立.

2 主要内容
 

定义算子A:
 

PC(J,
 

R) →PC(J,
 

R),
 

令算子
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(Au)(t)=
1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1f(s,

 

u(s))ds+
t-2

Γ(α-1)∫
1

0
(1-s)α-2f(s,

 

u(s))ds+

1-t
Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1f(s,

 

u(s))ds+

(t-2)∑
p

j=1
Jj(u(tj))tj +(t-1)∑

p

j=1
Jj(u(tj))+(2-t)∑

p

j=1
Ij(u(tj))+

∑
p

j=k+1

(tj -t)Jj(u(tj))-∑
p

j=k+1
Ij(u(tj))

在引理5中,
 

令y(t)=f(t,
 

u(t)),
 

则分数阶脉冲微分方程混合边值问题的解可以转化为Au=u,
 

分数阶

脉冲微分方程(1)有解当且仅当A 有不动点.
定理1 若满足以下条件:

(H1)
 

lim
u→0

f(t,
 

u)
u =0,

 

lim
u→0

Ik(u)
u =0,

 

lim
u→0

Jk(u)
u =0.

则分数阶脉冲微分方程混合边值问题(1)至少存在1个解.
证  令Ω⊂PC(J,

 

R)有界.
 

由于f,Ik 和Jk 在J上连续,
 

所以A 连续.
 

由于Ω 有界,
 

则对∀u∈Ω,
 

存在常数L1>0,
 

L2>0,
 

使得|f(t,
 

u)|≤L1,
 

|Ik(u)|≤L2,
 

|Jk(u)|≤L3,
 

所以

|(Au)(t)|≤
3L1(1+α)
Γ(α+1)+4pL2+7pL3=L

即算子A 在Ω 上有界.
对 ∀u∈PC(J,

 

R),
 

∀t,τ∈Jk,
 

k=0,1,…,p,
 

当t→τ时,
 

|(Au)(t)-(Au)(τ)|→0,
 

即A 等

度连续.
 

再由引理2知,
 

算子A 是定义在Ω 上的全连续算子.
由条件(H1)知,

 

存在ε1 >0,
 

ε2 >0,
 

ε3 >0和常数C,
 

对 ∀t∈J,
 

当 ‖u‖ ≤R 时,
 

有

|f(t,
 

u)|≤ε1|u|   |Ik(u)|≤ε2|u|   |Jk(u)|≤ε3|u|

且使得3
(1+α)

Γ(α+1)
ε1+4pε2+7pε3≤1成立.

 

令Ω={u∈PC(J,
 

R)|‖u‖ ≤r},
 

取u∈PC(J,
 

R)且

‖u‖=r,
 

即u∈∂u,
 

有|f(t,
 

u)|≤ε1|u|,
 

|Ik(u)|≤ε2|u|,
 

|Jk(u)|≤ε3|u|.
 

所以

|(Au)(t)|≤
3(1+α)
Γ(α+1)

ε1+4pε2+7pε3


 


 ‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖

即对∀u∈∂u,
 

‖Au‖≤‖u‖.
 

由引理3知,
 

分数阶脉冲微分方程混合边值问题(1)至少存在1个解u∈Ω.
定理2 若满足以下条件:
(H2)

 

对 ∀t∈Jk,
 

u∈PC(J,
 

R),
 

若存在常数L1,L2,
 

使得|f(t,
 

u)|≤L1,
 

|Ik(u)|≤L2,
 

|Jk(u)|≤L3.
则分数阶脉冲微分方程混合边值问题(1)至少有1个解.

证  令

V={u∈PC(J,
 

R)|u=μTu,
 

0<μ<1}
则对 ∀u∈V,

 

以及 ∀t∈Jk,
 

有

|u(t)|=μ|(Au)(t)|≤
3μL1(1+α)
Γ(α+1) +4μpL2+7μpL3

则对 ∀t∈J,
 

有‖u‖≤
3μL1(1+α)
Γ(α+1) +4μpL2+7μpL3.

 

所以集合V 有界.
 

再由定理1可知,
 

A 是全连

续算子.
 

故由引理4可知,
 

算子A 在PC(J,
 

R)上至少有1个不动点,
 

则分数阶脉冲微分方程混合边值问题

(1)至少有1个解.
定理3 若满足以下条件:
(H3)

 

对 ∀t∈J,
 

∀u,v∈PC(J,
 

R),
 

存在非负常数lk(k=1,2),
 

满足 ∀tk ∈J,
 

有
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|Ik(u(tk))-Ik(v(tk))|≤l1|u-v|   |Jk(u(tk))-Jk(v(tk))|≤l2|u-v|
  (H4)

 

存在非负连续函数L(t),
 

使得∀u,v∈PC(J,
 

R),
 

有|f(t,
 

u)-f(t,
 

v)|≤L(t)|u-v|.
 

且

对 ∀t∈J,
 

有3
(1+α)

Γ(α+1)
L(t)+4pl1+7pl2 <1.

则方程(1)有唯一的解.
证  对 ∀u(t),v(t)∈Ω,

 

有

|(Au)(t)-(Av)(t)|≤
3(1+α)
Γ(α+1)

L(t)+4pl1+7pl2


 


 |u-v|

因此

‖Au-Av‖ ≤
3(1+α)
Γ(α+1)

L(t)+4pl1+7pl2


 


 ‖u-v‖

由条件可知

3(1+α)
Γ(α+1)

L(t)+4pl1+7pl2 <1

所以A 是压缩映像.
 

故A 有唯一的不动点,
 

即混合边值问题(1)有唯一的解.

3 例  子

C
0D

3
2
tu(t)=

e-2t|u(t)|
(100+et)(1+|u(t)|)

   t∈ [0,
 

1],
 

t≠
1
4

Δu 1
4  = |u(t)|

(t+5)2(9+|u(t)|)
,

 

Δu' 1
4  = |u(t)|

(t+7)2(12+|u(t)|)

u(0)+u'(1)=0,
 

u(1)+u'(0)=0














(12)

对 ∀u(t),v(t),
 

∀t∈ [0,
 

1],
 

有

|f(t,
 

u)-f(t,
 

v)|=
e-2t

(100+et)
u
1+u-

v
1+v =

e-2t

(100+et)(1+u)(1+v)
|u-v|≤

e-2t

(100+et)
|u-v|≤

e-2t

101|u-v|

显然,
 

对u∈ [0,
 

+∞)及 ∀t∈ [0,
 

1],
 

有

|f(t,
 

u)|=
e-2t

(100+et)
u
1+u ≤

e-2t

(100+et)
≤
e-2t

101

取l1=
1
25
,

 

l2=
1
49
,

 

因为1.33<Γ(2.5)<1.34,
 

则

3(1+α)
Γ(α+1)

L(t)+4l1+7l2 <
7.5

Γ(2.5)
·e

-2t

101+
4
25+

1
7 ≤

0.06+0.16+0.14=0.36<1
定理3中的所有假设满足,

 

所以方程(12)有唯一解.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

study
 

a
 

class
 

of
 

Caputo
 

fractional
 

impulsive
 

differential
 

equations
 

with
 

the
 

mixed
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

fractional
 

order
 

α∈(1,
 

2).
 

Firstly,
 

we
 

transform
 

the
 

non-linear
 

differ-
ential

 

equation
 

into
 

an
 

equivalent
 

fractional
 

integral
 

equation.
 

Secondly,
 

by
 

using
 

the
 

Leray-Schauder
 

and
 

Altman
 

fixed
 

point
 

theorem,
 

we
 

obtain
 

the
 

existence
 

and
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of
 

the
 

solution.
 

Finally,
 

an
 

example
 

is
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to
 

demonstrate
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

main
 

result,
 

and
 

relevant
 

results
 

are
 

generalized
 

and
 

improved.
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