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摘要:运用模糊集的运算方法和原理,
 

在非交换剩余格上引入了模糊极滤子的概念,
 

并研究了其表示定理和特征

性质,
 

获得了在一定条件下非交换剩余格上模糊极滤子与模糊子正蕴涵滤子相互等价的结论.
 

研究结果进一步拓

展了非交换剩余格上的模糊滤子理论,
 

为其在逻辑代数及计算机信息处理等方面的应用奠定了理论基础.
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自从布尔代数作为经典二值逻辑所对应的代数系统被提出以来,
 

各种不同逻辑系统所对应的代数系统

受到研究人员的广泛关注,
 

并取得了大量的研究成果.
 

在信息科学、
 

计算机科学、
 

控制理论、
 

人工智能等很

多重要的领域中,
 

逻辑代数是其推理机制的代数基础.
 

为给不确定信息处理理论提供可靠且合理的逻辑基

础,
 

许多学者提出并研究了非经典逻辑系统.
 

目前,
 

大多数学者都认同非交换剩余格为一种最广泛的非可

换逻辑代数结构,
 

其中伪BL代数、
 

伪 MV代数、
 

伪 MTL代数等[1-3]均是非交换剩余格的特殊情况.
 

而滤

子是非经典逻辑代数研究领域的一个重要概念,
 

它对各种逻辑系统及与之匹配的逻辑代数的完备性问题的

研究发挥着极其重要的作用.
 

近几年,
 

学者们已经在各种逻辑代数框架下提出了多种滤子概念,
 

并获得了

许多有价值的研究结果.
 

文献[4]通过讨论模糊正规滤子和模糊布尔滤子之间的关系,
 

解决了伪BL代数上

的公开问题.
 

文献[5]研究了剩余格上几类模糊滤子的性质,
 

使剩余格上滤子的结构研究更为清楚.
 

文献

[6]在非交换剩余格上引入了子模糊弱布尔滤子的概念,
 

并研究了其特征刻画.
 

因此,
 

在众多滤子理论研究

的基础上系统地分析出各种滤子概念之间的相互关系及层次结构就显得尤为重要[7-10].
 

基于此目的,
 

本文

运用模糊集的运算方法和原理,
 

在非交换剩余格上引入了模糊极滤子的概念,
 

并研究了其表示定理和特征

性质,
 

获得了在一定条件下非交换剩余格上模糊极滤子与模糊子正蕴涵滤子相互等价的结论.
 

研究结果不

但使非交换剩余格上的模糊滤子理论得到进一步充实和丰富,
 

还使得概念间的层次关系更加的清晰和完

善,
 

而且为研究基于非交换剩余格的逻辑系统的结构特征提供了理论基础.

1 预备知识

下面先给出本文将用到的几个定义.
定义1[5] 称(2,

 

2,
 

2,
 

2,
 

2,
 

0,
 

0)型代数L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)为非交换剩余格,
 

若

以下条件成立:
(a)

 

(M,
 

∧,
 

∨,
 

0,
 

1
 

)是有界格;
(b)

 

(M,
 

􀱋,
 

1
 

)是以1为单位元的半群;
(c)

 

对任意的x,y,z∈M,
 

x􀱋y≤z⇔x≤y→z⇔y≤x⤿z.
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性质1[5] 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是一个非交换剩余格,
 

对于任意的x,y,z∈M,
 

下

列性质成立:
(1°)

 

x≤y⇔x→y=1⇔x⤿y=1;
(2°)

 

x→x=x⤿x=1,
 

1→x=1⤿x=x,
 

x→1=x⤿1=1;
(3°)

 

x≤ (x→y)⤿y,
 

x≤ (x⤿y)→y;
(4°)

 

x→ (y⤿z)=y⤿(x→z);
(5°)

 

若x≤y,
 

则x􀱋z≤y􀱋z且z􀱋x≤z􀱋y;
(6°)

 

若x≤y,
 

则z→x≤z→y 且z⤿x≤z⤿y;
(7°)

 

若x≤y,
 

则y→z≤x→z且y⤿z≤x⤿z;
(8°)

 

x→y≤ (z→x)→ (z→y),
 

x⤿y≤ (z⤿x)⤿(z⤿y);
(9°)

 

x→y≤ (y→z)⤿(x→z),
 

x⤿y≤ (y⤿z)→ (x⤿z);
(10°)

 

(x􀱋y)⤿z=y⤿(x⤿z),
 

(x􀱋y)→z=x→ (y→z);
(11°)

 

x∨y≤ ((x→y)⤿y)∧ ((y→x)⤿x),
 

x∨y≤ ((x⤿y)→y)∧ ((y⤿x)→x).
注1 在本文中,

 

我们将用L 代表一个非交换剩余格,
 

并约定运算 ∨,
 

∧,
 

􀱋 优先于运算 →,
 

⤿.
定义2[7] 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)为非交换剩余格,
 

μ:
 

L →[0,
 

1]为L 上的模糊

集,
 

如果对于任意的x,y∈L,
 

有

(a)
 

μ(1)≥μ(x);
(b)

 

μ(x)∧μ(x→y)≤μ(y)(或μ(x)∧μ(x⤿y)≤μ(y)).
则μ 为L 上的模糊滤子.

性质2[7] 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)为非交换剩余格,
 

μ为L 上的模糊滤子,
 

对于任意

的x,y,z∈L,
 

下列性质成立:
(1°)

 

如果x≤y,
 

则μ(x)≤μ(y),
 

即μ 是保序的;
(2°)

 

如果x→ (y→z)=1或x⤿(y⤿z)=1,
 

则μ(z)≥μ(x)∧μ(y);
(3°)

 

如果μ(x→y)=μ(1)或μ(x⤿y)=μ(1),
 

则μ(x)≤μ(y);
(4°)

 

μ(y􀱋x)=μ(x∧y)=μ(x)∧μ(y),
 

μ(0)=μ(x)∧μ(x→0);
(5°)

 

μ(x→z)≥μ(y→z)∧μ(x→y),
 

μ(x⤿z)≥μ(y⤿z)∧μ(x⤿y).
定义3[8] 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

F 是L 上的非空子集,
 

如果对于

任意的x,y,z∈L,
 

满足下列条件(a),(b)或条件(a),(c):
(a)

 

1∈F;
(b)

 

z→ (y⤿x)∈F,
 

z∈F 蕴涵((x⤿y)→y)⤿x∈F;
(c)

 

z⤿(y→x)∈F,
 

z∈F 蕴涵((x→y)⤿y)→x∈F.
则称集合F 是L 上的极滤子.

定义4[6] 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

F 是L 上的非空子集,
 

对于任意

的x,y,z∈L,
 

如果满足下列条件(a),(b)或条件(a),(c):
(a)

 

1∈F;
(b)

 

((x→y)􀱋z)⤿((y⤿x)→x),
 

z∈F 蕴涵((x→y)⤿y)∈F;
(c)

 

(z􀱋 (x⤿y))→ ((y→x)⤿x),
 

z∈F 蕴涵((x⤿y)→y)∈F.
则称集合F 是L 上的子正蕴涵滤子.

利用非交换剩余格上滤子与模糊滤子的关系,
 

我们给出非模糊子正蕴涵滤子和模糊极滤子的概念.
定义5 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

μ是L 上的模糊集,
 

对于任意的x,

y,z∈L,
 

如果满足下列条件(a),(b)或条件(a),(c):
(a)

 

μ(1)≥μ(x);
(b)

 

μ((x→y)⤿y)≥μ(((x→y)􀱋z)⤿((y⤿x)→x))∧μ(z);
(c)

 

μ((x⤿y)→y)≥μ((z􀱋 (x⤿y))→ ((y→x)⤿x))∧μ(z).
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则称μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子.
定义6 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

μ是L 上的模糊集,
 

对于任意的x,

y,z∈L,
 

如果满足下列条件(a),(b)或条件(a),(c):
(a)

 

μ(1)≥μ(x);
(b)

 

μ(((x⤿y)→y)⤿x)≥μ(z→ (y⤿x))∧μ(z);
(c)

 

μ(((x→y)⤿y)→x)≥μ(z⤿(y→x))∧μ(z).
则称μ 是L 上的模糊极滤子.

2 主要结论

引理1 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

对于任意的x,y,z∈L,
 

有

((x⤿z)→z)⤿((y⤿z)→z)≥x⤿y
  证  对于任意的x,y,z∈L,

 

由性质1中(3°)和(4°)可知

((x⤿z)→z)⤿((y⤿z)→z)=(y⤿z)→ (((x⤿z)→z)⤿z)≥
(y⤿z)→ (x⤿z)≥
x⤿y

  引理2 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

模糊集μ是L 上的模糊滤子,
 

对于

任意的x,y∈L,
 

下列条件等价:

􀃠
 

模糊滤子μ 是L 上的模糊极滤子;

􀃡
 

μ(y⤿x)≤μ(((x⤿y)→y)⤿x);

􀃢
 

μ(y→x)≤μ(((x→y)⤿y)→x).
证  􀃠⇒􀃡 因为模糊滤子μ 是非交换剩余格L 上的模糊极滤子,

 

则

μ(((x⤿y)→y)⤿x)≥μ(z→ (y⤿x))∧μ(z)
令z=1,

 

即可得

μ(y⤿x)≤μ(((x⤿y)→y)⤿x)

  􀃡⇒􀃠 因为模糊集μ 是L 上的模糊滤子,
 

故由定义2可得μ(1)≥μ(x).
 

又因为

μ(((x⤿y)→y)⤿x)≥μ(y⤿x)=
μ(1→ (y⤿x))∧μ(1)

从而由定义6可得:
 

模糊滤子μ 是非交换剩余格L 上的模糊极滤子.
同理可证 􀃠 与 􀃢 相互等价,

 

综上可知结论成立.
引理3 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

模糊集μ是L 上的模糊滤子,
 

对于

任意的x,y,z∈L,
 

下列条件等价:

􀃠
 

模糊滤子μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子;

􀃡μ(y)≥μ((y→z)⤿(x→y))∧μ(x);

􀃢μ(y)≥μ((y⤿z)→ (x⤿y))∧μ(x).
证  􀃠⇒􀃡 对于任意的y,z∈L,

 

因为z→ (y→z)=1,
 

因此由性质1可知z≤y→z,
 

从而

(y→z)⤿y≤z⤿y.
 

再由性质2可得

μ((y→z)⤿y)≤μ(z⤿y)
又因为

μ((y→z)⤿y)≤μ((y→z)⤿((z⤿y)→y))=
μ((y→z)⤿z)≤
μ((z⤿y)→ ((y→z)⤿z))=
μ((z⤿y)→y)

因此

μ((y→z)⤿y)≤μ(z⤿y)∧μ((z⤿y)→y)≤μ(y)
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而又因为

μ((y→z)⤿(x→y))∧μ(x)=μ(x→ ((y→z)⤿y))∧μ(x)≤μ((y→z)⤿y)
则

μ((y→z)⤿(x→y))∧μ(x)≤μ(y)

  􀃡⇒􀃠 对于任意的x,y∈L,
 

因为

x≤ (x→y)⤿y
故有

((x→y)⤿y)⤿x≤x⤿x
则

(y⤿x)→ (((x→y)⤿y)⤿x)≤ (y⤿x)→ (x⤿x)=1
又因为

(y⤿x)→ (((y⤿x)→x)⤿x)=((y⤿x)→x)⤿((y⤿x)→x)=1
故

(y⤿x)→ (((x→y)⤿y)⤿x)≤ (y⤿x)→ (((y⤿x)→x)⤿x)
从而可得

((x→y)⤿y)⤿x≤ ((y⤿x)→x)⤿x
则

(y⤿x)→x≤ (x→y)⤿y
又因为

x→y=((x→y)⤿y)→y
因此

(x→y)⤿((y⤿x)→x)≤ (((x→y)⤿y)→y)⤿((x→y)⤿y)
即

μ((x→y)⤿((y⤿x)→x))≤μ((((x→y)⤿y)→y)⤿((x→y)⤿y))=
μ((((x→y)⤿y)→y)⤿(1→ ((x→y⤿y))))∧μ(1)≤
μ((x→y)⤿y)

故

μ((x→y)⤿y)≥μ(((x→y)􀱋1)⤿((y⤿x)→x))∧μ(1)
即满足定义5(b).

 

由于μ是L上的模糊滤子,
 

因此μ(x)≤μ(1).
 

综上可得μ是L上的模糊子正蕴涵滤子.
同理可证 􀃠 与 􀃢 相互等价.

 

综上可知结论成立.
引理4 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

模糊集μ是L 上的模糊滤子,
 

则对

于任意的x,y∈L,
 

下列条件等价:

􀃠
 

μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子;

􀃡
 

μ((x→y)⤿x)=μ(x);

􀃢
  

μ((x⤿y)→x)=μ(x).
证  􀃠⇒􀃡 因为μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子,

 

由引理3可知

μ((x→y)⤿x)=μ((x→y)⤿(1→x))∧μ(1)≤μ(x)
另一方面,

 

对于任意的x,y∈L,
 

有

x≤ (x→y)⤿x
从而

μ(x)≤μ((x→y)⤿x)
则

μ(x)=μ((x→y)⤿x)

  􀃡⇒􀃠 因为
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μ((y→z)⤿(x→y))∧μ(x)=μ(x→ ((y→z)⤿y))∧μ(x)≤μ((y→z)⤿y)=μ(y)
即

μ((y→z)⤿(x→y))∧μ(x)≤μ(y)
由引理3可得μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子.

同理可证 􀃠 与 􀃢 相互等价,
 

综上可知结论成立.
定理1 设L=(M,

 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

模糊集φ,δ都是L 上的模糊滤子,
 

且满足φ≤δ,
 

φ(1)=δ(1),
 

则当φ 是L 上的模糊极滤子时,
 

δ也是L 上的模糊极滤子.
证  对于任意的x,y∈L,

 

因为

y⤿((y⤿x)→x)=(y⤿x)→ (y⤿x)=1
即

φ(1)=φ(y⤿((y⤿x)→x))
又因为φ 是L 上的模糊极滤子,

 

且满足φ≤δ,
 

φ(1)=δ(1),
 

故由引理2可得

φ(1)=φ(y⤿((y⤿x)→x))≤
φ[((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿((y⤿x)→x)]=
φ[(y⤿x)→ (((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)]≤
δ[(y⤿x)→ (((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)]

即

δ(1)≤δ[(y⤿x)→ (((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)]
结合定义2(a)可得

δ(1)=δ[(y⤿x)→ (((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)]
从而

δ(y⤿x)≤δ[((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x]
又因为

[(((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)→ (((x⤿y)→y)⤿x)]=
δ[((x⤿y)→y)⤿((((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)→x)]≥
δ[((x⤿y)→y)⤿((((y⤿x)→x)⤿y)→y)]≥
δ[x⤿((y⤿x)→x)]=
δ((y⤿x)→ (x⤿x))=δ(1)

结合定义2(a)可得

δ(1)=δ[(((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x)→ (((x⤿y)→y)⤿x)]
从而

δ[((((y⤿x)→x)⤿y)→y)⤿x]≤δ(((x⤿y)→y)⤿x)
则

δ(y⤿x)≤δ(((x⤿y)→y)⤿x)
由引理2可知δ也是L 上的模糊极滤子.

定理2 设L=(M,
 

∧,
 

∨,
 

􀱋,
 

→,
 

⤿,
 

0,
 

1
 

)是非交换剩余格,
 

模糊集μ是L 上的模糊滤子,
 

若μ
是L 上的模糊子正蕴涵滤子,

 

则μ 也是L 上的模糊极滤子.
证  对于任意的x,y∈L,

 

因为

x≤ ((x→y)⤿y)→x
则

(((x→y)⤿y)→x)→y≤x→y
又因为模糊滤子μ 是L 上的模糊子正蕴涵滤子,

 

故由引理4可得

μ(((x→y)⤿y)→x)=μ((((x→y)⤿y)→x)→y)⤿(((x→y)⤿y)→x)≥
μ((x→y)⤿(((x→y)⤿y)→x))=
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μ(((x→y)⤿y)→ ((x→y)⤿x))≥
μ(y→x)

综上可知

μ(((x→y)⤿y)→x)≥μ(y→x)
即由引理2可得μ 是L 上的模糊极滤子.

3 结  语

滤子是研究逻辑代数的有效工具,
 

文章在非交换剩余格中引入了模糊极滤子的概念,
 

通过研究其特征

及性质,
 

获得了模糊极滤子的等价刻画.
 

在下一步的工作中,
 

我们将继续研究非交换剩余格上的其它模糊

滤子的特征及性质,
 

使其为我们深入研究非交换剩余格的结构奠定基础.
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Abstract:
 

By
 

using
 

the
 

principles
 

and
 

methods
 

of
 

fuzzy
 

sets,
 

in
 

this
 

paper,
 

the
 

concept
 

of
 

"fuzzy
 

fantastic
 

filter"
 

is
 

introduced
 

in
 

the
 

non-commutative
 

residuated
 

lattice.
 

By
 

studying
 

its
 

properties
 

and
 

characteriza-
tions,

 

the
 

equivalent
 

representation
 

theorems
 

under
 

certain
 

conditions
 

are
 

given
 

between
 

the
 

fuzzy
 

fantastic
 

filter
 

and
 

the
 

fuzzy
 

sub
 

positive
 

implicative
 

filter.
 

The
 

results
 

of
 

the
 

study
 

further
 

extend
 

the
 

fuzzy
 

filter
 

theory
 

of
 

the
 

non-commutative
 

residuated
 

lattice,
 

and
 

lay
 

a
 

theoretical
 

foundation
 

for
 

the
 

application
 

of
 

al-
gebraic

 

logic
 

and
 

computer
 

information
 

processing.
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