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摘要:讨论粘性Cahn-Hilliard方程的高精度线性化差分方法.
 

利用降阶法对粘性Cahn-Hilliard方程建立三层线性

化紧差分格式.
 

用离散能量分析法证明差分格式的唯一可解性及在L∞-范数下的收敛性,
 

其收敛阶为时间方向二

阶、
 

空间方向四阶.
 

最后,
 

通过数值算例验证了差分格式的理论结果.
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考虑如下粘性Cahn-Hilliard方程的初边值问题:

ut-αuxxt+βuxxxx -φ(u)xx =0,
 

x∈ [0,
 

L],
 

t>0 (1)

u(x,
 

t)=uxx(x,
 

t)=0,
 

x=0,
 

L,
 

t>0 (2)

u(x,
 

0)=u0(x),
 

x∈ [0,
 

L] (3)

其中:
 

粘性系数α>0,
 

界面能量参数β>0,
 

内部化学势φ(u)=u3-u,
 

初值u0(x)满足u(0,
 

t)=
u(L,

 

t)=uxx(0,
 

t)=uxx(L,
 

t)=0.
粘性Cahn-Hilliard方程是在玻璃和聚合物两相分离的过程中将分子间的摩擦力考虑进来而提出的数

学模型[1].
 

文献[2]指出文献[1]忽略了反映粘性影响的粘性项�uxxt,
 

从而提出粘性Cahn-Hilliard方程,
 

此

后涌现了对粘性Cahn-Hilliard方程的大量理论研究[3-13].
相对于标准 Cahn-Hilliard方程的数值方法研究成果(见文献[14-15]及其参考文献),

 

关于粘性

Cahn-Hilliard方程的数值研究相对较少[16-22].
 

目前关于粘性Cahn-Hilliard方程的差分方法研究,
 

数值精度

仅到时间和空间方向二阶收敛,
 

而对于标准Cahn-Hilliard方程[14]和对流Cahn-Hilliard方程[23]的差分方法

数值精度的研究已达到空间方向四阶收敛,
 

故本文将对该方程建立时间方向二阶、
 

空间方向四阶收敛的线

性化紧差分格式,
 

并证明差分格式在L∞ 范数下的无条件收敛性.

1 差分格式的推导

考虑时间区间[0,
 

T],
 

取正整数M,N.
 

xi=ih,
 

tn =nτ,
 

Ωh ={xi|0≤i≤M},
 

Ωτ={tn|0≤n≤
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N},
 

Ωτ
h =Ωh ×Ωτ,

 

其中h=
L
M
,

 

τ=
T
N

分别为空间和时间步长.
 

设v={vn
i|0≤i≤M,

 

0≤n≤N}是

定义在Ωτ
h 上的网格函数.

 

引入下面记号:

Δtvn
i =
1
2τ
(vn+1

i -vn-1
i )

vn
i =
1
2
(vn+1

i +vn-1
i )

δxvn
i-
1
2
=
1
h
(vn

i -vn
i-1)

δ2xvn
i =

1
h2
(vn

i+1-2vn
i +vn

i-1)

设Vh ={v=(v0,
 

v1,
 

…,
 

vm),
 

v0=vm =0}.
 

对任意v∈Vh,
 

定义如下四阶差分算子

δ4xvi=δ2xδ2xvi=

1
h4
(vi+2-4vi+1+5vi) i=1

1
h4
(vi+2-4vi+1+6vi-4vi-1+vi-2) 2≤i≤M -2

1
h4
(5vi-4vi-1+vi-2) i=M -1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

和平均值算子

Avi=
1
12
(vi+1+10vi+vi-1) 1≤i≤M -1

0 i=0,
 

M

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

对任意Y,η ∈Vh,
 

引入如下内积

(Y,
 

η)=h∑
M-1

i=1
Yiηi

(δxY,
 

δxη)=h∑
M

i=1
δxYi-

1
2
δxηi-

1
2

(δ2xY,
 

δ2xη)=h∑
M-1

i=1
δ2xYiδ2xηi,

 

‖Y‖2=(Y,
 

Y)

|Y|21=(δxY,
 

δxY),
 

|Y|22=(δ2xY,
 

δ2xY)

‖Y‖∞ = max
1≤i≤M-1

|Yi|

下面利用降阶法对问题(1)-(3)建立紧差分格式.
 

令v=-αut+βuxx -φ(u),
 

可得

ut+vxx =0,
 

x∈ [0,
 

L],
 

t∈ [0,
 

T] (4)

v=-αut+βuxx -φ(u),
 

x∈ [0,
 

L],
 

t∈ [0,
 

T] (5)

u(0,
 

t)=u(L,
 

t)=v(0,
 

t)=v(L,
 

t)=0,
 

t∈ [0,
 

T] (6)

u(x,
 

0)=u0(x),
 

x∈ [0,
 

L] (7)

在(xi,
 

tn)处考虑方程(4)和(5),
 

利用数值微分公式和泰勒公式,
 

可得

AΔtUn
i +δ2xVn

i =pn
i,

 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (8)

AVn
i =-αAΔtUn

i +βδ2xUn
i -Aφ(Un

i)+qn
i,

 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (9)

假设问题(1)-(3)有光滑解u(x,
 

t)∈C8,3
x,t([0,

 

L]×(0,
 

T]),
 

则存在正常数c1,
 

使得

|pn
i|≤c1(τ2+h4),

 

|qn
i|≤c1(τ2+h4),

 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (10)

下面考虑第一层值的计算.
 

在方程(1)中,
 

令t→0+,
 

并记

ψ(x)=ut(x,
 

t0),
 

f(x)=φ(u0)xx -β(u0)xxxx
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有

ψ(x)-αψ(x)xx =f(x),
 

x∈ [0,
 

L] (11)

ψ(0)=0,
 

ψ(L)=0 (12)

(11),(12)式为关于ψ(x)的二阶常微分方程边值问题,
 

在xi 处考虑方程(11),
 

应用数值微分公式得

wi-αδ2xwi=f(xi)+ri,
 

1≤i≤M -1 (13)

w0=wM =0 (14)

其中:

wi=ψ(xi),
 

ri=-
h2

12αψxxxx(ξi),
 

ξi ∈ (xi-1,
 

xi+1)

在(13)式中略去小量项ri,
 

并用数值解ψi 代替精确解gi,
 

可得如下差分格式

ψi-αδ2xψi=f(xi),
 

1≤i≤M -1 (15)

ψ0=ψM =0 (16)

差分格式(15),(16)为关于ψ=(ψ0,
 

ψ1,
 

…,
 

ψM)的三对角线性方程组,
 

可用追赶法求解.
 

由常微分方程数

值解理论[24]知,
 

存在正常数c2,
 

使得

|w-ψ|1 ≤c2h2,
 

‖w-ψ‖∞ ≤
L
2c2h2 (17)

应用带积分型余项的泰勒公式可得

U1
i =u(xi,

 

t0)+
τ
2ut(xi,

 

t0)+τ2∫
1

0
utt(xi,

 

sτ)(1-s)ds=u0(xi)+τψi+si,
 

1≤i≤M -1(18)

其中

si=τ(wi-ψi)+τ2∫
1

0
utt(xi,

 

sτ)(1-s)ds

由(17)式知,
 

存在正常数c3,
 

使得

|s|1 ≤c3(τ2+h4),
 

‖s‖∞ ≤
L
2c3(τ2+h4) (19)

由初边值条件(6),(7)可得

U0
i =u0(xi),

 

1≤i≤M -1 (20)

Un
0=Un

M =Vn
0=Vn

M =0,
 

0≤n≤N (21)

在(8),(9),(18),(20),(21)式中略去小量项,
 

并用数值解{un
i,

 

vn
i}代替精确解{Un

i,
 

Vn
i},

 

可得如下差

分格式:

AΔtun
i +δ2xvn

i =0,
 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (22)

Avn
i =-αAΔtun

i +βδ2xun
i -Aφ(un

i),
 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (23)

u1
i =u0(xi)+τψi,

 

u0
i =u0(xi),

 

1≤i≤M -1 (24)

un
0=un

M =vn
0=vn

M =0,
 

0≤n≤N (25)

用算子A 作用(22)式,
 

并将(23)式代入,
 

可得如下紧差分格式:

A2Δtun
i -αAΔtδ2xun

i +βδ4xun
i -Aδ2xφ(un

i)=0,
 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (26)

u1
i =u0(xi)+τψi,

 

u0
i =u0(xi),

 

1≤i≤M -1 (27)

un
0=un

M =0,
 

0≤n≤N (28)

综上,
 

可得求解问题(1)-(3)的数值算法如下:
 

先利用(15),(16)式求得ψ,
 

然后将ψ 代入(27)式中第一

式求得第一层数值解u1;
 

当un-1,un 为已知时,
 

(26)和(28)式为关于第n+1层数值解un+1的线性方程组,
 

可通过解线性方程组求解un+1.
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2 差分格式的理论分析

本节利用能量分析方法讨论差分格式的唯一可解性和收敛性.
 

方便起见,
 

引入下面引理.

引理1[24] 对任意u,v∈Vh,
 

有(δxu,
 

v)= -(u,
 

δxv),
 

|v|21 ≤
4
h2
‖v‖2,

 

‖v‖∞ ≤
L
2 |v|1

成立.

引理2[14] 对任意u,v∈Vh,
 

有(Au,
 

v)=(u,
 

Av),
 

(Av,
 

v)≥
2
3‖v‖

2,
 5
12‖v‖

2≤ ‖Av‖2≤

‖v‖2 成立.
应用引理1,

 

根据内积和范数的定义易证下面等式成立.
引理3 对任意vn ∈Vh,

 

等式

(AΔtvn,
 

vn)=
1
4τ ‖vn+1‖2-

h2

12|v
n+1|21  - ‖vn-1‖2-

h2

12|v
n-1|21  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

成立.
定理1 差分格式(26)-(28)存在唯一解.
证  由(27),(28)式知u0,

 

u1已唯一确定.
 

现假设第n-1,n层的解un-1,un 已唯一确定.
 

由(26),(28)

式可得关于un+1 的线性方程组,
 

欲证其唯一可解性,
 

需证明它对应的齐次方程组

1
2τA

2un+1
i -

α
2τAδ

2
xun+1

i +β
2δ

4
xun+1

i =0,
 

1≤i≤M -1

un+1
0 =un+1

M =0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (29)

仅有零解.
用un+1 与方程组(29)中的第一式作内积,

 

并应用引理1和引理2,
 

可得

1
2τ‖Aun+1‖2+

α
2τ
2
3|un+1|21+β

2|un+1|22=0

从而有

un+1
i =0,

 

1≤i≤M -1
故un+1 是唯一确定的.

 

由归纳法原理知,
 

差分格式是唯一可解的.
 

定理证毕.
下面证明差分格式的收敛性.

 

记

en
i =Un

i -un
i   gn

i =Vn
i -vn

i

用(8),(9)式减去(22),(23)式,
 

(18)式减去(24)中第一式,
 

(20)式减去(24)中第二式,
 

(21)式减去(25)

式,
 

可得如下误差方程:

AΔten
i +δ2xgn

i =pn
i,

 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (30)

Agn
i =-αAΔten

i +βδ2xen
i -A[φ(Un

i)-φ(un
i)]+qn

i,
 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤N -1 (31)

e1i =si,
 

e0i =0,
 

1≤i≤M -1 (32)

en
0=en

M =gn
0=gn

M =0,
 

0≤n≤N (33)

  下面利用数学归纳法证明差分格式是收敛的.
 

即有如下定理成立.
  定理2 差分格式(26)-(28)的解按L∞ 范数收敛于问题(1)-(3)的精确解,

 

收敛阶为时间方向二

阶、
 

空间方向四阶.
 

即存在不依赖于h,τ 的正常数c,
 

使得下面估计式成立

‖en‖∞ ≤c(τ2+h4),
 

0≤n≤N (34)

  证  由(32),(33)及(19)式知

|e0|1=0,
 

‖e0‖∞ =0,
 

|e1|1 ≤c3(τ2+h4),
 

‖e1‖∞ ≤
L
2c3(τ2+h4) (35)
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因而(34)式对n=0,1成立.

假设(34)式对n=0,1,…,m(m ≥1)均成立.
 

由归纳假设,
 

当τ2+h4 ≤
1
c

时,
 

有

|un
i|=|Un

i +(un
i -Un

i)|≤|Un
i|+|en

i|≤c4+1,
 

1≤i≤M -1,
 

1≤n≤m (36)

其中

c4= max
0≤x≤L,

 

0≤t≤T
|u(x,

 

t)|

并记

c5= max
|u|≤c4+1

|φ'(u)|

再由微分中值定理,
 

可得

‖φ(Un)-φ(un)‖ ≤c5‖en‖,
 

1≤n≤m (37)

用Aen 与(30)式作内积,
 

δ2
xen 与(31)式作内积,

 

可得

(AΔten,
 

Aen)+(δ2xgn,
 

Aen)=(pn,
 

Aen),
 

1≤n≤m (38)

(Agn,
 

δ2xen)=-α(AΔten,
 

δ2xen)+β(δ2xen,
 

δ2xen)-(A[φ(Un)-φ(un)],
 

δ2xen)+(qn,
 

δ2xen)

1≤n≤m (39)

根据引理1-3,
 

由(38),(39)式,
 

可得

1
4τ
(‖Aen+1‖2-‖Aen-1‖2)+

α
4τ

(|en+1|21-
h2

12|e
n+1|22)-(|en-1|21-

h2

12|e
n-1|22)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +β|en|22=

(pn,
 

Aen)-(qn,
 

δ2xen)+(A[φ(Un)-φ(un)],
 

δ2xen)≤

1
4‖p

n‖2+
1
2
(‖Aen+1‖2+‖Aen-1‖2)+

1
2β
‖qn‖2+β|en|22+

1
2β
‖A[φ(Un)-φ(un)]‖2 (40)

将(37)式代入(40)式,
 

可得

1
4τ
(‖Aen+1‖2-‖Aen-1‖2)+

α
4τ |en+1|21-

h2

12|e
n+1|22  - |en-1|21-

h2

12|e
n-1|22  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≤

1
2
(‖Aen+1‖2+‖Aen-1‖2)+

6c25
5β
‖en‖2+

1
4‖p

n‖2+
1
2β
‖qn‖2,

 

1≤n≤m (41)

记

En =
1
2
(‖Aen+1‖2+‖Aen‖2)+

α
2 |en+1|21-

h2

12|e
n+1|22  + |en|21-

h2

12|e
n|22  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

将(41)式乘以2τ,
 

并记

c6=max1,
 12c25
5β  

可得当τ≤
1
6c6

时,
 

有

En ≤ (1+6c6τ)En-1+
3
2τ

1
2+

1
β  c21(τ2+h4),

 

1≤n≤m

由离散的Gronwall不等式,
 

可得

En ≤e
6c6T E0+

1
4c6

1
2+

1
β  c21(τ2+h4)2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≡c7(τ2+h4)2,
 

1≤n≤m (42)

其中

c7=e
6c6T 6

5+
α
2  c23+ 1

4c6
1
2+

1
β  c21  

  根据引理1,
 

由(42)式,
 

结合En 的定义,
 

可得
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α
3|em+1|21 ≤

α
2
(|em+1|21-

h2

12|e
m+1|22)≤c7(τ2+h4)

从而有

‖em+1‖∞ ≤
L
2 |em+1|1 ≤

1
2
3c7L
α

(τ2+h4)≡c(τ2+h4)

即当n=m+1时,
 

估计式(34)成立.
 

由数学归纳法,
 

定理结论成立.
 

证毕.

3 数值算例

在问题(1)-(3)中,
 

取L=1,
 

时间T=1,
 

初值u0(x)=sinπx.
 

参数α=0.5,
 

β=0.5.
 

利用差分格

式(26)-(28)计算问题(1)-(3)的数值解.
记空间和时间步长为(h,

 

τ),
 

数值解un
i(h,

 

τ).
 

注意到该问题无精确解,
 

为验证数值收敛阶,
 

定义最

大模误差:

H ∞(h,
 

τ)= max
1≤i≤M-1

uN
i (h,

 

τ)-u2N
2i

h
2
,

 τ
2  

对于固定的充分小的空间步长h,
 

定义时间收敛阶:

order1=log2
H ∞(h,

 

τ)

H ∞ h,
 τ
2  

对于充分小的时间步长τ,
 

定义空间收敛阶:

order2=log2
H ∞(h,

 

τ)

H ∞
h
2
,

 

τ  
具体计算结果见表1和表2.

 

从计算数据可以看出,
 

差分格式的数值收敛阶为时间方向二阶和空间方向

四阶收敛.
表1 h=0.001时(26)-(28)式的最大模误差和时间收敛阶

τ H ∞(h,
 

τ) order1

0.05 3.141×10-4 1.863
 

6

0.025 8.632×10-5 1.961
 

6

0.012
 

5 2.216×10-5 2.020
 

5

0.006
 

25 5.462×10-6 /

表2 �=0.001时(26)-(28)式的最大模误差和空间收敛阶

h H ∞(h,
 

τ) order2

0.1 4.630×10-7 4.024
 

2

0.05 2.845×10-8 4.076
 

9

0.025 1.686×10-9 3.814
 

8

0.012
 

5 1.198×10-10 /

4 小  结

对于粘性Cahn-Hilliard方程,
 

其中含有时间空间混合偏导数,
 

在建立线性化差分格式时,
 

第一时间层

的数值求解成为难点.
 

先利用方程建立求解ut(x,
 

t0)的二阶数值格式,
 

再对第一时间层采用显式格式离

散,
 

将ut(x,
 

t0)的数值解代入求解u1的显式格式,
 

即可保证第一层数值解的时间二阶、
 

空间四阶收敛性.
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对于其余时间层,
 

利用降阶法建立了三层线性化隐式紧差分格式.
 

利用能量分析法证明了差分格式在L∞

范数下时间方向二阶、
 

空间方向四阶收敛.
 

最后通过数值算例验证了差分格式的有效性.
 

这里,
 

建立差分

格式的方法可推广到高维粘性Cahn-Hilliard方程,
 

但差分格式的收敛性分析将会是一个挑战,
 

文献[14]和
[25]讨论了二维高阶非线性发展方程的紧差分格式的收敛性,

 

后续的工作将致力于二维粘性Cahn-Hilliard
方程数值方法的研究.
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Abstract:
 

The
 

article
 

is
 

devoted
 

to
 

discussing
 

a
 

high-order
 

linear
 

difference
 

method
 

for
 

the
 

viscous
 

Cahn-

Hilliard
 

equation.
 

A
 

three-level
 

linearized
 

compact
 

difference
 

scheme
 

is
 

established
 

for
 

the
 

viscous
 

Cahn-

Hilliard
 

equation
 

by
 

the
 

order
 

reduction
 

method.
 

The
 

unique
 

solvability
 

of
 

the
 

difference
 

solution
 

and
 

its
 

convergence
 

in
 

L∞-norm
 

are
 

proved
 

with
 

discrete
 

energy
 

analysis,
 

the
 

convergence
 

order
 

being
 

two
 

in
 

time
 

and
 

four
 

in
 

space
 

in
 

the
 

maximum
 

norm.
 

A
 

numerical
 

example
 

is
 

provided
 

to
 

demonstrate
 

the
 

theoretical
 

results.
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viscous
 

Cahn-Hilliard
 

equation;
 

compact
 

difference
 

scheme;
 

convergence;
 

nonlinear
 

problem;
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