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两类特殊图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标
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摘要椇通过对联图和冠图的结构进行分析棳得到了这两类运算图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标棶运用此结论棳
计算出星图暍轮图暍完全图以及完全二部图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标棶
关暋键暋词椇联图椈冠图椈斢旡斿旂斿斾指标椈修正斢旡斿旂斿斾指标

中图分类号椇斚棻椀椃灡椀暋暋暋暋文献标志码椇斄暋暋暋暋文章编号椇棻椂椃棾 椆椄椂椄棬棽棸棽棸棭棸棽 棸棸棽椆 棸椃

本文考虑的所有图均为有限简单图棶令 表示顶点集为 棬 棭棳边集为 棬 棭的连通图棶对于 棳 暿 棬 棭棳
令 棬 棳 棭表示在图 中 和 之间的距离棶一个连通图 的 斪旈斿旑斿旘指标 棬 棭是指 中所有顶点对

的距离之和棳即

棬 棭椊 暺楙棳 楜灹 棬 棭
棬 棳 棭

斪旈斿旑斿旘指标是著名化学家 斎棶斪旈斿旑斿旘在棻椆棿椃年研究烷烃化合物的沸点时提出来的椲棻椵棶自那之后棳斪旈斿旑斿旘
指标被用来解释分子的各种物理化学性质以及与分子结构相关的生物活性棶因此棳斪旈斿旑斿旘指标得到了许多

数学家和化学家的关注和研究椲棽灢棾椵棶
对于 椊 暿 棬 棭棳定义如下的集合椇

棬旤 棭椊楙 暿 棬 棭椇 棬 棳 棭椉 棬棳 棭楜
棬旤 棭椊楙 暿 棬 棭椇 棬棳 棭椉 棬 棳 棭楜

棸棬旤 棭椊楙 暿 棬 棭椇 棬 棳 棭椊 棬棳 棭楜
对于 棳楙 棬旤 棭棳 棬旤 棭棳 棸棬旤 棭楜是图 的顶点集的划分棶令集合 棬旤 棭棳 棬旤 棭棳

棸棬旤 棭所包含元素的个数分别为 棬旤 棭棳 棬旤 棭棳棸棬旤 棭棳显然有

棬旤 棭棲 棬旤 棭棲 棸棬旤 棭椊
其中 是图 的顶点数棶如果 是二部图棳则对炐 暿 棬 棭棳有 棸棬旤 棭椊棸棳即

棬旤 棭棲 棬旤 棭椊
暋暋 当图是一棵树 时棳斪旈斿旑斿旘指标的另一种广泛应用的形式为椲棿椵
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基于上述结论棳斍旛旚旐斸旑引入了一个一般图的不变量棳并命名为斢旡斿旂斿斾指标 棬 棭椲椀椵
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暋暋收稿日期椇棽棸棻椄 棸椄 棾棻
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作者简介椇杨笑蕊棬棻椆椆棿棴棭棳女棳硕士研究生棳主要从事图论与组合优化的研究棶



斠斸旑斾旈斻曚 观察到斢旡斿旂斿斾指标没有考虑到一条边上两个端点距离相等的点棳因此他提出了修正斢旡斿旂斿斾指标的

概念椲椂椵棶图的修正斢旡斿旂斿斾指标定义为

灣棬 棭椊 暺
椊 暿 棬 棭

棬旤 棭棲 棸棬旤 棭
棽

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹 棬旤 棭棲 棸棬旤 棭

棽
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹

关于斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标的性质及应用可以参见文献椲椃灢椄椵棶
令 棬棭表示在图 中 点的度棶为了检测分子的能量棳著名数学家暍化学家斍旛旚旐斸旑和斣旘旈旑斸曚旉旙旚旈斻在

棻椆椃棽年提出第一暍第二斱斸旂旘斿斺指标的概念椲椆椵棶图 的第二斱斸旂旘斿斺指标 棽棬 棭定义为

棽棬 棭椊 暺暿 棬 棭
棬棭 棬棭

文献椲棻棸椵引入了第一广义斱斸旂旘斿斺指标的概念

棻棬 棭椊 暺暿 棬 棭
棬棭

其中 为除棸和棻之外的任意实数棶有关斱斸旂旘斿斺指标的性质和发展的相关研究棳可参考文献椲棻棻灢棻棽椵棶其它

用到的相关定义可参考文献椲棻棾椵棶
暋暋 图 和图 的联图 暸 是一个简单图棳其中

棬 暸 棭椊 棬 棭暼 棬 棭
棬 暸 棭椊 棬 棭暼 棬 棭暼 楙 椇 暿 棬 棭棳 暿 棬 棭楜

暋暋 图 和图 的冠图 牣 是复制棻个 和旤 棬 棭旤个 棳将 中第 个点和第 个 中的每个点

相连接所得的图棳其中棻曑 曑旤 棬 棭旤棶文献椲棻棿椵给出了笛卡尔积图的斢旡斿旂斿斾指标棶文献椲棻椀椵得到了笛

卡尔积图的修正斢旡斿旂斿斾指标棶有关其它特殊图的研究可参考文献椲棻椂椵棶本文得到了联图和冠图的斢旡斿旂斿斾指

标以及修正斢旡斿旂斿斾指标棶运用此结论棳可计算出一些特殊图如星图暍轮图暍完全图和完全二部图的斢旡斿旂斿斾
指标和修正斢旡斿旂斿斾指标棶
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证 暋 对炐 椊 暿 棬 棭棳 棽棬棭与 棽棬棭均要进行一次求和棶换句话说棳对炐 暿 棬 棭棳需对 棽棬棭

进行 棬棭次求和棶也就是说对炐 暿 棬 棭棳对 棾棬棭进行求和即可得到所求的量棶
令 棬 棭表示 中包含边 的三角形的个数棳有如下的定理椇
定理棻暋 设 是阶数为 棻棳边数为 棻 的图椈 是阶数为 棽棳边数为 棽 的图棶则
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其中
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暋暋 证 暋 根据联图的定义棳可将 暸 的边集分为棾个部分椇 棬 棭棳 棬 棭棳 椊楙 椇 暿 棬 棭棳 暿
棬 棭楜棶

步骤棻暋 对炐 椊 暿 棬 棭棳由于 中的任何顶点与 棳 两点均相邻棳故对炐 暿 棬 棭棳有

暸 棬 棳 棭椊 暸 棬 棳 棭椊棻棶由联图的定义可知棳对炐 暿 棬 棭棳若 棬棳 棭曒棽且 棬棳 棭曒棽棳
则
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因此

棬旤 暸 棭椊 棬棭棴 棬 棭
棬旤 暸 棭椊 棬棭棴 棬 棭

棸棬旤 暸 棭椊 棻棲 棽棴棬 棬棭棲 棬棭棴棽 棬 棭棭
结合引理棻棳容易得到
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暋暋 步骤棽暋 由联图的定义知 暸 椊 暸 棳与步骤棻讨论类似棳有
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暋暋 步骤棾暋 任取 椊 暿 椊 楙 椇 暿 棬 棭棳 暿 棬 棭楜棶对炐 暿 棬 棭棳有 暸 棬棳 棭曑 暸 棬棳 棭棶
而对炐 暿 棬 棭棳若 棬棳 棭曒棽棳则
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因此
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棻棾第棽期暋暋暋暋暋暋暋暋杨笑蕊棳等椇两类特殊图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标
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暋暋 推论棻暋 令图 的阶数为 棻棳边数为 棻棳且不含三角形椈图 的阶数为 棽棳边数为 棽棳且不含三角

形棶则

棬 暸 棭椊 棽棻 棽棽棴棽 棽棻 棽棴棽 棽棽 棻棲棿 棻 棽棲 棽棬 棭棲 棽棬 棭
暋暋 例棻暋 运用联图的定义可以发现 椊 棻 暸 棴棻棳 棳 椊 暸 棳 椊 棻 暸 棴棻棳还有 棿椊

棽 暸 棽棶这些特殊图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标为

棬 棭椊 灣棬 棭椊 棬 棻 暸 棴棻棭椊棬 棴棻棭棽
棬 棳 棭椊 灣棬 棳 棭椊 棬 暸 棭椊 棽 棽

棬 棭椊 棬 棻 暸 棴棻棭椊 棽棴棻
灣棬 棭椊 灣棬 棻 暸 棴棻棭椊棻

棿
棽棬 棴棻棭棲棽棬 棴棻棭棬 棴棽棭

棬 棿棭椊 棬 棽 暸 棽棭椊椂
灣棬 棿棭椊 灣棬 棽 暸 棽棭椊棽棿

暋暋 定理棽暋 设 是阶数为 棻棳边数为 棻 的连通图椈 是阶数为 棽棳边数为 棽 的图棶则

棬 牣 棭椊 棽棻 棽棬棽棲棻棭棴 棻 棽棴棽 棻 棽棲棬棽棲棻棭棽 棬 棭棲 棻 棽棬 棭棲 棻 棬 棭
灣棬 牣 棭椊棻

棿
棾棻棬棽棲棻棭棽 棽棲 棽棻棬棽棲棻棭棬棽棲 棽棭棴 棻 棽棴棽 棻 棽棲棬棽棲棻棭棽 灣棬 棭棲

棻
棽 棽棬 棭棴 棻

棿
棽棻棬 棭棴 棻

棿
棾棻棬 棭

其中

棬 棭椊 暺
椊 暿 棬 棭

棬 棭棬 棬 棭棴 棬棭棴 棬棭棭
暋暋 证 暋 根据冠图的定义棳可将 牣 的边集分为棾个部分椇 棬 棭棳 棬 棭棳 椊 楙 椇 暿 棬 棭棳

暿 棬 棭楜棳其中 是 的复制棬椊棻棳棽棳暛棳棻椈 椊棻棳棽棳暛棳棽棭棶接下来将对 棬 棭棳 棬 棭棳 这

棾个部分里的边进行讨论棶
步骤棻暋 对炐 椊 暿 棬 棭棳由于与 对应的 棬记作 棭的所有顶点均与 相邻棳且与 中其它顶

点均不相邻棳故对炐 暿 棬 棭棳均有 牣 棬 棳 棭椊棻椉 牣 棬 棳 棭椊棽棶类似地棳此结论对 也成立棶
此外棳对炐 暿 棬 棭棳若 棬棳 棭椉 棬棳 棭棳则有 牣 棬棳 棭椉 牣 棬棳 棭成立棶进一步可得到椇对

炐 暿 棬 棭棳一定有 牣 棬棳 棭椉 牣 棬棳 棭成立棶则

棬旤 牣 棭椊 棬旤 棭棲 棬旤 棭棽椊 棬旤 棭棬棽棲棻棭
棬旤 牣 棭椊 棬旤 棭棬棽棲棻棭
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因此

暺
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棬旤 牣 棭 棬旤 牣 棭椊棬棽棲棻棭棽 暺
椊 暿 棬 棭

棬旤 棭 棬旤 棭椊棬棽棲棻棭棽 棬 棭 棬椃棭

暺
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棽
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暺
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暋暋 步骤棽暋 任取 椊 暿 棬 棭棬椊棻棳棽棳暛棳棻棭棳首先对 所对应的 中的顶点 棳有 牣 棬 棳 棭椊

牣 棬 棳 棭椊棻棶因此根据冠图的定义知椇对炐 烖 棬 棭棳有 牣 棬 棳 棭椊 牣 棬 棳 棭棶其次棳对炐 暿
棬 棭棳当 棬棳 棭曒棽且 棬棳 棭曒棽时棳有

牣 棬棳 棭椊 牣 棬棳 棭椊棽
则

棬旤 牣 棭椊 棬棭棴 棬 棭
棬旤 牣 棭椊 棬棭棴 棬 棭
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因此
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棽 棽棬 棭 棬棻棸棭

暋暋 步骤棾暋 任取 椊 暿 椊 楙 椇 暿 棬 棭棳 暿 棬 棭椈 椊棻棳棽棳暛棳棻椈 椊棻棳棽棳暛棳棽楜棳
通过之前的讨论棳对炐 烖 棬 棭棳有 牣 棬 棳 棭椉 牣 棬 棳 棭棶对炐 暿 棬 棭棳若 棬棳 棭曒棽棳
则 牣 棬棳 棭椉 牣 棬棳 棭棶而对炐 暿 棬 棭棳若 棬棳 棭椊棻棳则 牣 棬棳 棭椊 牣 棬棳 棭椊棻棶
则

棬旤 牣 棭椊 棻棬棽棲棻棭棴棬 棬 棭棲棻棭
棬旤 牣 棭椊棻

棸棬旤 牣 棭椊 棬 棭
因此
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棾棾第棽期暋暋暋暋暋暋暋暋杨笑蕊棳等椇两类特殊图的斢旡斿旂斿斾指标和修正斢旡斿旂斿斾指标



棽棻 棽棬棽棲棻棭棴棽 棻 棽棴 棻 棽 棬棻棻棭
暺

椊 暿
棬旤 牣 棭棲 棸棬旤 牣 棭

棽
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹 棬旤 牣 棭棲 棸棬旤 牣 棭

棽
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椊

暺
椊 暿

棻棬棽棲棻棭棬 棬棭棲棽棭
棽 棴

棬 棬棭棲棽棭棽
棿

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椊
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棿

棽棻棬 棭棴棽 棻 棽棴 棻 棽 棬棻棽棭
综上所述棳分别联立棬椃棭棬椆棭棬棻棻棭式与棬椄棭棬棻棸棭棬棻棽棭式棳可得

棬 牣 棭椊棬棽棲棻棭棽 棬 棭棲 棻 棽棬 棭棲 棻 棬 棭棲 棽棻 棽棬棽棲棻棭棴棽 棻 棽棴 棻 棽椊
棽棻 棽棬棽棲棻棭棴 棻 棽棴棽 棻 棽棲棬棽棲棻棭棽 棬 棭棲 棻 棽棬 棭棲 棻 棬 棭
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暋暋 推论棽暋 令连通图 的阶数为 棻棳边数为 棻椈图 的阶数为 棽棳边数为 棽棳且不含三角形棶则
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暋暋 例棽暋 运用冠图的定义可以发现 椊 棻牣 棴棻棳 椊 棻牣 棴棻棶这些特殊图的斢旡斿旂斿斾指标和修正

斢旡斿旂斿斾指标为
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