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摘要:考虑虫媒传染病具有潜伏期的特征,
 

研究了一类具有饱和发生率的时滞传染病模型的动力学行为,
 

确定了疾

病是否流行的阈值R0.
 

当R0<1时,
 

无病平衡点全局渐近稳定,
 

疾病将最终灭绝;
 

当R0>1时,
 

唯一地方病平衡

点条件稳定,
 

系统会产生 Hopf分支.
关 键 词:虫媒传染病模型;

 

饱和发生率;
 

时滞;
 

稳定性;
 

Hopf分支

中图分类号:O175.1    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2020)03 0088 06

虫媒传染病是由病媒生物传播的自然疫源性疾病,
 

宿主种群被节肢动物媒介如蚊、
 

虱等刺叮吸血而感染

发病,
 

常见的虫媒传染病有疟疾、
 

登革热等.
 

这类疾病大多具有潜伏期,
 

例如:
 

恶性疟疾潜伏期为8~15
 

d;
 

登

革热潜伏期3~17
 

d,
 

常见的是5~7
 

d[1].
这类传染病分布广、

 

危害大,
 

易引起人畜爆发流行[2].
 

目前尚无可靠的疫苗和特效的治疗药物,
 

主要

依靠蚊媒控制的办法来预防登革热的传播[3].

1 模型建立

文献[1]首先利用微分方程研究了疟疾在蚊子与人群之间传播的动态行为[4].
 

研究结果显示,
 

如果将

蚊子的数量减少在临界值以下,
 

疟疾的流行可以得到控制.
 

随后,
 

虫媒传染病的传播和流行引起了许多数

学工作者的兴趣,
 

利用数学模型和方法研究疾病的传播规律已有一些研究成果[5-12].

文献[11]在研究霍乱时,
 

提出了饱和发生率βI(t)S
 

(t)
1+αI

 

(t).
 

文献[8]建立了具有该种非线性发生率的虫

媒传染病模型

S
·

H(t)=μK -β1SH(t)Iv(t)
1+α1Iv(t)

-μSH(t)

I
·

H(t)=β1SH(t)Iv(t)
1+α1Iv(t)

-(μ+γ)
 

IH(t)

R
·

H(t)=γIH(t)-μRH(t)

S
·

v(t)=Λ-β2IH(t)Sv(t)
1+α2IH(t)

-mSv(t)

I
·

v(t)=β2IH(t)Sv(t)
1+α2IH(t)

-m
 

Iv(t)
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  证明了各类平衡点的全局稳定性,
 

其中:
 

SH(t),IH(t),RH(t)为t时刻易感、
 

染病和康复宿主种群

的数量;
 

Sv(t),Iv(t)为t时刻易感和染病虫媒种群的数量,
 

β1,β2分别为相应的传染率系数;
 

μK,Λ分别

表示宿主种群和虫媒种群的输入率;
 

μ为宿主种群的自然死亡率;
 

γ为宿主种群的移出率;
 

m 为虫媒的自

然死亡率.
本文考虑疾病在宿主种群中具有潜伏期的特征,

 

假设易感宿主在t-τ时刻被染病虫媒叮咬后染病且具

有传染 性,
 

t 时 刻 成 为 染 病 宿 主,
 

则 易 感 宿 主 被 染 病 虫 媒 叮 咬 并 染 病 的 概 率 可 以 表 示 为

β1SH(t-τ)Iv(t-τ)
1+α1Iv(t-τ) .

 

假设虫媒种群具有常数输入量M,
 

得到模型:

S
·

H(t)=μK -β1SH(t-τ)Iv(t-τ)
1+α1Iv(t-τ) -μSH(t)

I
·

H(t)=β1SH(t-τ)Iv(t-τ)
1+α1Iv(t-τ) -(μ+γ)

 

IH(t)

R
·

H(t)=γIH(t)-μRH(t)

S
·

v(t)=M -β2IH(t)Sv(t)
1+α2IH(t)

-mSv(t)

I
·

v(t)=β2IH(t)Sv(t)
1+α2IH(t)

-m
 

Iv(t)





















(1)

其中:
 

μ,K,α1,α2,β1,β2,γ,M,m,τ均是正数.
根据模型的生物学意义,

 

系统(1)的初始条件定义为

SH(t)=ϕ1(θ),
 

IH(t)=ϕ2(θ),
 

RH(t)=ϕ3(θ),
 

Sv(t)=ϕ4(θ),
 

Iv(t)=ϕ5(θ)

ϕi(θ)≥0,
 

t∈ [-τ,
 

0],
 

ϕi(0)>0   i=1,2,3,4,5 (2)

其中W =(ϕ1(θ),
 

ϕ2(θ),
 

ϕ3(θ),
 

ϕ4(θ),
 

ϕ5(θ))∈C,
 

C是Bnanch空间C=C([-τ,
 

0],
 

R+
5)从[-τ,

 

0]到R+
5 的连续映射,

 

R+
5={(x1,

 

x2,
 

x3,
 

x4,
 

x5):
 

xi ≥0,
 

i=1,2,3,4,5}.
记

Ω= (SH,
 

IH,
 

RH,
 

Sv,
 

Iv)∈R+
5:

 

0≤SH +IH +RH ≤K,
 

0≤Sv +Iv ≤
M
m  

设

V(t)=(V1(t),
 

V2(t))=(SH +IH +RH,
 

Sv +Iv)

则沿系统(1)对时间t的导数

V
·
(t)=(V

·

1(t),
 

V
·

2(t))=(μK -μNH,
 

M -mNv)

注意到,
 

当V1 ≥K 时,
 

V
·

1=μK -μV1≤0.
 

V2≥
M
m

时,
 

V
·

2=M -mV2≤0,
 

即Ω 是系统(1)的正向不

变集.
 

另一方面,
 

由比较原理有0≤(V1,
 

V2)≤ k+V1(0)e-μt,
 M
m +V2(0)e-mt  .

 

当t→∞时,
 

0≤V(t)=

(V1,
 

V2)≤ K,
 M
m  .

综上所述,
 

系统(1)满足初始条件(2)的解都是正的,
 

最终进入并停留在有界域Ω 中.
由于宿主种群和虫媒种群的总量为常数,

 

可以将系统(1)简化为三维系统
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S
·

H(t)=μK -β1SH(t-τ)Iv(t-τ)
1+α1Iv(t-τ) -μSH(t)

I
·

H(t)=β1SH(t-τ)Iv(t-τ)
1+α1Iv(t-τ) -(μ+γ)

 

IH(t)

I
·

v(t)= β2IH(t)
1+α2IH(t)

M
m -Iv(t)  -m

 

Iv(t)
















(3)

本文研究系统(3)在可行域Ω 中的动力学性态.
 

记

R0=β1β2 KM
(μ+γ)m2

系统(3)总有无病平衡点E1=(K,
 

0,
 

0).
 

当R0>1时,
 

系统(3)还存在地方病平衡点E2=(SH
*,

 

IH
*,

 

Iv
*),

 

其中

SH
* = μK(1+α1I*

v )

μ+(β1+μα1)I*
v

IH
* =μ(K -SH

*)

μ+γ

Iv
* = μm(μ+γ)(R0-1)

m(μ+γ)(β1+μα1)+β1μK(β2+mα2)

2 无病平衡点的全局稳定性

定理1 如果R0 <1,
 

系统(3)的无病平衡点E1 是渐近稳定的.

证  系统(3)在平衡点E1 的线性化系统有一个特征根-μ,
 

其余特征根满足方程

f(λ)=λ2+λ(μ+γ+m)+m(μ+γ)-β1β2K
M
me

-λτ =0 (4)

当τ=0时,
 

如果R0 <1,
 

无病平衡点E1 是稳定的.
 

设λ=iω(ω >0)是方程(4)的解,
 

则ω 满足

ω4+ω2[(μ+γ)2+m2]+m2(μ+γ)2(1-R2
0)=0 (5)

如果R0<1,
 

方程(5)没有正实根,
 

即方程(4)的特征根均具有负实部.
 

因此,
 

当R0<1时,
 

系统(3)的无

病平衡点E1 是渐近稳定的.

定理2 如果R0 <1,
 

系统(3)的无病平衡点E1 全局渐近稳定.
证  定义Lyapunov泛函,

V(t)=∫
t

t-τ

β1SH(θ)Iv(θ)
1+α1Iv(θ)

dθ+IH(t)+β1K
m Iv(t)

则

V
·
|(3)(t)=β1SH(t)Iv(t)

1+α1Iv(t)
-(μ+γ)IH(t)+β1K

m
β2IH(t)
1+α2IH(t)

M
m -Iv(t)  -β1KIv(t)≤

β1SH(t)Iv(t)-(μ+γ)IH(t)+β1K
m β2IH(t)

M
m -Iv(t)  -β1 KIv(t)≤

-(μ+γ)IH(t)+β1K
m

M
mβ2IH(t)-β1 K

m β2IH(t)Iv(t)=

IH(t)(μ+γ)(R0-1)-β1β2K
m Iv(t)





 






如果R0 <1,
 

当且仅当IH(t)=0,
 

有V
·
(t)=0.

 

因此,
 

系统(3)在{(SH,
 

IH,
 

Iv)∈Ω:
 

V
·
=0}中的最大
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不变集为单点集{E1}.
 

根据Lyapunov-Lasalle不变集原理[13],
 

当t→ ∞ 时,
 

(SH,
 

IH,
 

Iv)→(K,
 

0,
 

0).
 

结合定理1可知,
 

当R0 <1时,
 

系统(3)的无病平衡点E1 是全局渐近稳定的.

3 地方病平衡点的稳定性分析

系统(3)在平衡点E2 处的特征多项式为

(λ3+p2λ2+p1λ+p0)+(q2λ2+q1λ+q0)e-λτ =0 (6)

其中,

p0=μ(μ+γ) β2IH
*

1+α2IH
* +m  

p1=μ(μ+γ)+(2μ+γ) β2IH
*

1+α2IH
* +m  

p2=(2μ+γ)+ β2IH
*

1+α2IH
* +m  

q0=(μ+γ) β2IH
*

1+α2IH
* +m  β1Iv

*

1+α1Iv
* -μ

β1SH
*

(1+α1Iv
*)2

β2(Mm-1-Iv
*)

(1+α2IH
*)2

q1= (μ+γ)+ β2IH
*

1+α2IH
* +m  




 




 β1Iv

*

1+α1Iv
* - β1SH

*

(1+α1Iv
*)2

β2(Mm-1-Iv
*)

(1+α2IH
*)2

q2= β1Iv
*

1+α1Iv
*

τ=0时,
 

由文献[8]可知,
 

平衡点E2 是全局渐近稳定的.
 

以下讨论τ>0时,
 

系统(3)的动力学性态.
设λ=iω(ω >0)是(6)式的解,

 

则ω 满足

p2ω2-p0=(q0-q2ω2)cosωτ+q1ωsinωτ

ω3-p1ω=(q0-q2ω2)sinωτ-q1ωcosωτ (7)

ω6+pω4+qω2+r=0 (8)

其中:
 

p=p2
2-q22-2p1,

 

q=p1
2-q12-2p0p2+2q0q2,

 

r=p0
2-q02.

令z=ω2,
 

则(8)式可以表示为

z3+pz2+qz+r=0 (9)

记

h(z)=z3+pz2+qz+r

则3z2+2pz+q=0有两个实根z1* = -p+ Δ
3

和z2* = -p- Δ
3

,
 

其中Δ=p2-3q.

引理1 对方程(9),


 

当r<0时,
 

方程(9)至少有一个正根;


 

当r≥0且Δ=p2-3q≤0时,
 

方程(9)没有正根;


 

当r≥0且Δ=p2-3q≥0时,
 

如果z1* = -p+ Δ
3 >0,

 

使得h(z1*)≤0,
 

则方程(9)存在正

根.
定理3 当R0 >1时,

 

在(8)式中,
 

如果p≥0,
 

q>0,
 

r>0,
 

则系统(3)的地方病平衡点E2 是绝

对稳定的.
 

即对所有τ≥0,
 

平衡点E2 都是渐近稳定的.

证  当R0 >1时,
 

若r≥0,
 

p≥0,
 

q>0,
 

则h(0)=r≥0,
 

并且h'(z)=3z2+2pz+q>0.
 

于
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是,
 

对所有z≥0,
 

都有h(z)>0,
 

即方程(9)无正根.
 

说明方程(6)的特征根都具有负实部.
定理4 当R0 >1时,

 

在(8)式中如果以下两个条件任意一个满足

1)
 

r<0,

2)
 

r≥0,
 

q<0且存在z* = -p+ p2-3q
3

,
 

使得h(z*)≤0,

则系统(3)的地方病平衡点E2 是条件稳定的.
 

即存在临界时滞τ0>0,
 

当τ<τ0 时,
 

平衡点E2 是渐近稳

定的;
 

当τ>τ0 时,
 

平衡点E2 是不稳定的;
 

当τ=τ0 时,
 

系统(3)在E2 附近产生Hopf分支,
 

其中

τ0=
1
ω0
arccos

(ω0
3-ω0p1)ω0

 q1-(-p2ω0
2+p0)(-q2ω0

2+q0)
(ω0q1)2+(-q2ω0

2+q0)2
(10)

  证  1)
 

当r<0时,
 

注意到h(0)<0且lim
t→∞

 
h(z)=+∞,

 

方程(9)至少有一个正根,
 

即方程(8)至少

有一个正根.

2)
 

当r≥0,
 

q<0,
 

如果存在z* = -p+ p2-3q
3

,
 

使得h(z*)≤0,
 

由文献[12]可知,
 

方程(9)

有正根,
 

即方程(8)至少有一个正根.

如果方程(9)存在正根z0,
 

则方程(8)至少存在正根ω0= z0,
 

即特征方程(6)存在纯虚根±iω0,
 

由

(7)式计算得到

τk =
1
ω0
arccos

(ω0
3-ω0

 p1)ω0
 q1-(-p2ω0

2+p0)(-q2ω0
2+q0)

(ω0
 q1)2+(-q2ω0

2+q0)2
+
2kπ
ω0
   k=0,1,2,…

并且可以证明穿越条件dRe
(λ(τ))
dτ λ=iω0

>0成立.

综上所述,
 

当R0 >1时,
 

如果条件1)或条件2)成立,
 

则系统(3)的地方病平衡点E2 是条件稳定的,
 

即存在临界时滞τ0,
 

当τ>τ0 时,
 

系统(3)在平衡点E2 附近产生Hopf分支.
研究结果显示,

 

系统(3)的动力学性态由阈值R0 和潜伏期时滞τ 决定,
 

时滞的引入使系统(3)的动力

学性态与文献[8]中不考虑时滞(即τ=0)的情形有本质的差异.
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Abstract:
 

Taking
 

into
 

consideration
 

the
 

fact
 

that
 

insect-borne
 

infectious
 

diseases
 

have
 

a
 

latent
 

period,
 

we
 

study
 

in
 

this
 

paper
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

for
 

a
 

delayed
 

vector-borne
 

disease
 

model
 

with
 

saturation
 

infection
 

rate.
 

The
 

threshold
 

value
 

R0,
 

which
 

determines
 

whether
 

the
 

disease
 

dies
 

out,
 

is
 

found.
 

If
 

R0<1,
 

the
 

dis-

ease-free
 

equilibrium
 

is
 

globally
 

asymptotically
 

stable
 

and
 

the
 

disease
 

always
 

dies
 

out.
 

If
 

R0>1,
 

a
 

unique
 

endemic
 

equilibrium
 

is
 

conditionally
 

stable.
 

The
 

conditions
 

for
 

Hopf
 

bifurcation
 

to
 

occur
 

are
 

derived.
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