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三类病毒感染下的手足口病模型的动力学分析
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摘要:建立了CA16病毒、
 

EV71病毒及其他病毒株感染下周期性发病的手足口病模型.
 

得到了模型的基本再生数

并用它证明了模型无病平衡点的全局渐近稳定性.
 

另外,
 

分析了单一病毒株周期解的稳定性.
 

最后,
 

发现基本再生

数最大的病毒株会持续生存下来,
 

其他两种病毒株会被竞争排斥掉.
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近几年来,
 

每次手足口病爆发,
 

都会对国家和社会造成比较严重的影响,
 

文献[1]对于非自治双菌株的

传染病模型进行了研究和理论分析.
 

近些年,
 

许多学者对于各种类型的非线性感染率的传染病模型进行了

广泛的研究[2-7].
 

本文考虑对手足口病影响较大的3种病毒株,
 

通过研究CA16,EV71以及其他病毒株的感

染率并建立数学模型,
 

达到对于手足口病的传播规律的深入认识.
 

首先,
 

假设模型参数S(t)表示t时刻的

易感人群,
 

Ii(t)(i=1,2,3)分别表示t时刻CA16,EV71病毒以及其他病毒感染手足口病的人群数,
 

建立

如下模型

dS
dt=α-β1(t)SI1-β2(t)SI2-β3(t)SI3-αS+ρ1I1+ρ2I2+ρ3I3

dI1
dt =β1(t)SI1-(α+ρ1)I1

dI2
dt =β2(t)SI2-(α+ρ2)I2

dI3
dt =β3(t)SI3-(α+ρ3)I3

S(0)>0,
 

Ii(0)≥0,
 

i=1,2,3
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(1)

其中:
 

β1(t)是CA16病毒感染率,
 

β2(t)是EV71病毒感染率,
 

β3(t)是其他病毒感染率,
 

ρ1 是人群中感染

CA16病毒康复率,
 

ρ2 是人群中感染EV71病毒康复率,
 

ρ3 是人群中感染其他病毒康复率,
 

α是人群未感染

病的自然出生率或自然死亡率并假设它们相等.

1 无病平衡点的稳定性

将在t时刻的人群总数记为
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P(t)=S(t)+I1(t)+I2(t)+I3(t)
由(1)式可得

P'(t)=α-αP(t) (2)

对(2)式积分后得

P(t)=e
-∫
∞

0
α(σ)dσ

(P0-1)+1
这里的P0 是时间为初始时刻的总人口数.

 

由于

∫
∞

0
α(σ)dσ=∞

有

lim
t→∞

P(t)=1

在本文接下来的部分,
 

假设总人口数为一个常数,
 

并且将此常数设为1.
在初始条件S(0)=S0,

 

I1(0)=I10,
 

I2(0)=I20,
 

I3(0)=I30 的假设下,
 

系统(1)满足

S0+∑
3

j=1
Ij(0)=1

对于任意的时刻都有P(t)=1.
 

因此,
 

易感人群可以表示为

S(t)=1-∑
3

j=1
Ij (3)

将(3)式带入系统(1)得

dI1
dt =β1(t)(1-∑

3

j=1
Ij)I1-(α+ρ1)I1

dI2
dt =β2(t)(1-∑

3

j=1
Ij)I2-(α+ρ2)I2

dI3
dt =β3(t)(1-∑

3

j=1
Ij)I3-(α+ρ3)I3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

考虑集合

Ω={(I1,
 

I2,
 

I3)∈R3+:
 

∑
n

k=1
Ik ≤1}

很明显,
 

集合Ω 是系统(2)一个正向不变集.
 

令

F(t)=
β1(t) 0 0

0 β2(t) 0

0 0 β3(t)  
V=

α+ρ1 0 0

0 α+ρ2 0

0 0 α+ρ3  
为了定义手足口病3种病毒株不同的基本再生数,

 

考虑周期函数的平均函数.
 

假设f(t)是以ω 为周期的函

数,
 

那么

<f>=
1
ω∫

ω

0
f(t)dt

其中<·>表示周期函数的平均值.
 

由文献[8]的3.1.2节可得

<f>=lim
t→∞

1
t∫

t

0
f(s)ds

现在,
 

定义CA16,EV71以及其他病毒株的基本再生数分别为
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R1=
<β1>

α+ρ1
,

 

R2=
<β2>

α+ρ2
,

 

R3=
<β3>

α+ρ3
因此,

 

有下面结论.
命题1 如果R1 <1,

 

R2 <1且R3 <1,
 

那么系统(1)的无病平衡点E0=(1,
 

0,
 

0,
 

0)是全局渐近

稳定的.
证  注意到S(t)≤1,

 

有

dI1
dt ≤β1(t)I1-(α+ρ1)I1

dI2
dt ≤β2(t)I2-(α+ρ2)I2

dI3
dt ≤β3(t)I3-(α+ρ3)I3

􀮠
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􀮡
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

对(5)式求解,
 

得到

I1(t)≤I1(0)e
∫

t

0
(β1(t)-(α+ρ1))ds

I2(t)≤I2(0)e
∫

t

0
(β2(t)-(α+ρ2))ds

I3(t)≤I3(0)e
∫

t

0
(β3(t)-(α+ρ3))ds

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

因此,
 

在R1,R2,R3 同时小于1的条件下,
 

当t→ ∞ 时,
 

I1(t)→0,
 

I2(t)→0且I3(t)→0.

2 单个病毒株周期解

本节讨论单个病毒株存活下来的条件.
 

首先,
 

假设I2(0)=0,
 

I3(0)=0,
 

那么I2(t)=0,
 

I3(t)=

0,
 

t∈ (0,
 

+∞).
 

通过与文献[9]类似的讨论,
 

得到下面的结果.
引理1 如果R1 >1,

 

R2<1且R3<1,
 

系统(4)存在唯一周期解ζ1(t)=(γ1(t),
 

0,
 

0).
 

此外,
 

如

果ζ1(t)是系统(4)满足初始条件I1(0)>0的一个解,
 

有

lim
t→∞

|I1(t)-γ1(t)|=0 (6)

若R2 >1,
 

R1 <1且R3<1时存在唯一的周期解ζ2(t)=(0,
 

γ2(t),
 

0),
 

若R3>1,
 

R1<1且R2<1
时存在唯一的周期解ζ3(t)=(0,

 

0,
 

γ3(t)),
 

这两种情形与引理2是对称的.
 

下面,
 

探究单病毒株周期解的

稳定性,
 

在系统(4)单病毒株的周期解附近线性化.
 

不失一般性,
 

可以设病毒株(1)的周期解为ζ1(t)=
(γ1(t),

 

0,
 

0),
 

其他的情形也是对称的.
引入变换I1(t)=y1(t)+γ1(t),

 

Ij(t)=yj(t),
 

其中yj(t)(j=1,2,3)是扰动项,
 

那么,
 

线性化后的

形式为

dy1

dt =β1(t)(1-γ1(t))y1-β1(t)γ1(t)∑
3

k=1
yk -(α+ρ1)y1

dy2

dt =β2(t)(1-γ2(t))y2-(α+ρ2)y2

dy3

dt =β3(t)(1-γ3(t))y3-(α+ρ3)y3

􀮠
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􀮡
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􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(7)

线性系统(4)可以被写成y'(t)=B(t)y(t),
 

其中B(t)是系数时间依赖矩阵.
 

为了探究线性周期系统零解

的稳定性,
 

需要构造一个基解矩阵.
 

首先,
 

必须找到系统的一个线性无关解,
 

令yk(t)=0,
 

k=2,3,
 

这样,
 

可以解(1)式第1个方程
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dy1

dt =β1(t)(1-γ1(t))y1-β1(t)γ1(t)y1-(α+ρ1)y1=b11y1(t) (8)

得到(8)式的一个解为

y1(t)=e
∫

t

0
b11(s)ds

其中b11(t)是y1 左项系数.
 

由此,
 

(y1(t),
 

0,
 

0)是基解矩阵的第1列.
 

为了获得剩余的解,
 

令yj(t)=0,
 

j=2,3且j≠k,
 

k≠1,
 

然后,
 

可以解(7)式第2,3方程

y2(t)=e
∫

t

0
b22(s)ds,

 

y3(t)=e
∫

t

0
b33(s)ds

其中:
 

b22(t)是系统(4)的第2个方程右边的y2 前的系数,
 

b33(t)是系统(4)的第3个方程右边的y3 前

的系数.
 

在(7)式第一个方程中,
 

yk(t)被替换后,
 

方程能被解出来,
 

且解是一个复杂的表达式,
 

定义为

y1k(t).
令基解矩阵

Ψ(t)=

e∫
t

0
b11(s)ds

y12(t) y13(t)

0 e∫
t

0
b22(s)ds

0

0 0 e∫
t

0
b33(s)ds

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

其中Ψ(ω)的Floquet乘子为

e∫
ω

0
bii(s)ds

   i=1,2,3
由文献[10]可知,

 

当R1 >1时,
 

方程

dI1
dt =β1(t)(1-I1)I1-(α+ρ1)I1 (9)

有唯一的正周期解.
 

假设γ1(t)是系统(4)第一个方程的周期解,
 

且满足方程(9).
 

由于

∫
ω

0
γ'1(t)dt=0

那么,
 

对方程(6)在[0,
 

ω]上积分有

∫
ω

0
(β1(s)(1-γ1(s))-(α+ρ1))ds=0

因此,
 

第一个Floquet指数为

λ11=
1
ω∫

ω

0
(β1(s)(1-γ1(s))-β1(s)γ1(s)-(α+ρ1))ds=

-
1
ω∫

ω

0
β1(s)γ1(s)ds

其它两个Floquet指数分别为

λ12=
1
ω∫

ω

0
(β1(s)(1-γ1(s))-(α+ρ2))ds

λ13=
1
ω∫

ω

0
(β1(s)(1-γ1(s))-(α+ρ3))ds

由Floquent定理知道,
 

如果λ11<0,
 

λ12<0且λ13<0,
 

那么单病毒株的振荡解ζ1(t)是局部渐近稳定的.
 

如果存在λ1k >0,
 

k=2,3,
 

那么,
 

单病毒株的振荡解ζ1(t)是不稳定的.
定理1 如果R1>1,

 

R2<1且R3<1,
 

那么单病毒株的周期解ζ1(t)= (γ1(t),
 

0,
 

0)是全局稳

定的.
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证  任意取ε>0,
 

使得(1-nε)R1>1,
 

由命题1,
 

当t→∞时,
 

I2(t)→0和I3(t)→0,
 

即存在T>
0,

 

当t≥T 时,
 

I2(t)≤ε,
 

I3(t)≤ε.
 

通过变换系统(4),
 

假设对于所有的t,
 

都有Ii(t)≤ε,
 

i=2,3,
 

因而

系统(4)的第一个方程的解满足以下不等式

β1(t)(1-nε-I1)I1-(α+ρ1)I1 ≤
I1
t ≤β1(t)(1-I1)I1-(α+ρ1)I1

接下来考虑

dY1

dt =β1(t)(1-Y1)Y1-(α+ρ1)Y1

dZ1

dt =β1(t)(1-nε-Z1)Z1-(α+ρ1)Z1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

系统(2)的第一个方程的解I1(t)满足

Zε
1(t)≤I1(t)≤Y1(t) (11)

其中Y1(t)和Zε
1(t)是(7)式两个方程相同初始条件下的解.

 

不难发现当ε→0时,

Zε
1(t)→Y1(t)

根据引理1,
 

(10)式第一个方程有唯一的周期解γ1(t),
 

由于(1-nε)R1>1,
 

定义γε
1(t)是方程(10)的第

二个方程的唯一的周期解.
 

当t→ ∞ 时,
 

能够得到

γε
1(t)≤I1(t)≤γ1(t) (12)

由于(12)式不等式中ε可以取任意小,
 

因此,
 

当(t→ ∞)时I1(t)→γ1(t).

3 3种病毒株的非一致持续生存

据文献[9-10],
 

如果病毒株的感染率是常数,
 

则它与人群的密集程度κ 和每一种病毒株传播的概率成

正比,
 

即

β1=κp1,
 

β2=κp2,
 

β3=κp3

因此,
 

假设模型(1)的3种病毒株周期感染率β1(t),β2(t),β3(t)为

β1(t)=κ(t)
 

p1,
 

β2(t)=κ(t)
 

p2,
 

β3(t)=κ(t)
 

p3

其中:
 

κ(t)是以ω 为周期的非负周期函数;
 

常数p1,p2,p3 分别为CA16,EV71以及其他病毒的染病概率.
 

据此,
 

3种病毒株的基本再生数分别为

R1=
p1<κ>
α+ρ1

R2=
p2<κ>
α+ρ2

R3=
p3<κ>
α+ρ3

不失一般性,
 

假设EV71病毒株I2 有最大的基本再生数.
定理2 如果R2>R1>1且R2>R3>1,

 

那么,
 

当t→∞时,
 

I1(t)→0,
 

I3(t)→0,
 

|I2(t)-γ2(t)|→
0即CA16病毒株和其他病毒株被竞争排斥掉,

 

只有EV71病毒株持续生存.
证  对于病毒株I1 和I3 而言,

 

考虑

ν1(t)=
I

p1
2 (t)

I
p2
1 (t)

ν3(t)=
I

p3
2 (t)

I
p2
3 (t)
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对ν1(t),ν3(t)求导,
 

可以得到

ν1'(t)=ν1(t)(p2p1κ(t)S(t)-p1(α+ρ2))-ν1(t)(p2p1κ(t)S(t)-p2(α+ρ1)) (13)

ν2'(t)=ν3(t)(p2p3κ(t)S(t)-p3(α+ρ2))-ν3(t)(p2p3κ(t)S(t)-p2(α+ρ3)) (14)

化简(13),(14)式得

ν1'(t)=ν1(t)(p2(α+ρ1)-p1(α+ρ2)) (15)

ν3'(t)=ν3(t)(p2(α+ρ3)-p3(α+ρ2)) (16)

对(15),(16)式从0到t积分,
 

可得

1
tln

ν1(t)
ν1(0)

=p2p1
1
t∫

t

0

α+ρ1
p1

dτ-
1
t∫

t

0

α+ρ2
p2

dτ  (17)

1
tln

ν3(t)
ν3(0)

=p2p3
1
t∫

t

0

α+ρ3
p3

dτ-
1
t∫

t

0

α+ρ2
p2

dτ  (18)

对(17),(18)式同时取极限(t→ ∞),
 

(17),(18)式右边收敛于正数

p2p1<κ>
1
R1

-
1
R2  , 

p2p3<κ>
1
R3

-
1
R2  

由于ν1(0)>0且ν3(0)>0,
 

得到

lim
t→∞
ln

ν1(t)
ν1(0)

>0

lim
t→∞
ln

ν3(t)
ν3(0)

>0

因此,
 

当t→∞时,
 

ν1(t)→∞,
 

ν3(t)→∞,
 

又因为I2(t)是有界的,
 

所以当t→∞时,
 

ν1(t)→∞,
 

ν3(t)→
∞.

 

据定理1知EV71病毒株能够持续生存,
 

而且系统(4)的解收敛于ζ2(t).

4 病毒株的非一致持续生存的应用举例

令系统4的病毒感染率分别为β1(t)=a+bsin(c1t+c2),
 

β2(t)=c+dsin(c1t+c2),
 

β3(t)=l+

fsin(c1t+c2),
 

并且取c1=
2π
52
,

 

c2=2,
 

α=0.000
 

16,
 

ρ1=0.823
 

5,
 

ρ2=0.783
 

5,
 

ρ3=0.75,
 

b=

0.3,
 

d=0.4,
 

f=0.3,
 

I1(0)=0.6,
 

I2(0)=0.3,
 

I3(0)=0.1,
 

a=1.4,
 

c=2.0,
 

l=1.3.

图1 病毒株的非一致持续生存图

由图1可以发现EV71病毒株(y曲线)的感染率最大,
 

随着时间无限推移,
 

EV71病毒株能够持续生存,
 

而CA16病毒株(x 曲线),
 

其他病毒株(z曲线)会被EV71病毒竞争排斥掉.
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Dynamics
 

Analysis
 

of
 

a
 

Hand-Foot-Mouth
 

Disease
 

(HFMD)
 

Model
 

Infected
 

by
 

Three
 

Kinds
 

of
 

Viruses

LI Bo, WANG
 

Wen-di, TIAN Xuan
School

 

of
 

Mathematics
 

and
 

Statistics,
 

Southwest
 

University,
 

Chongqing
 

400715,
 

China

Abstract:
 

In
 

a
 

study
 

reported
 

in
 

this
 

paper,
 

we
 

established
 

a
 

hand-foot-mouth
 

disease
 

(HFMD)
 

model
 

with
 

periodic
 

onset
 

of
 

CA16
 

virus,
 

EV71
 

virus
 

and
 

other
 

viral
 

strains.
 

We
 

obtained
 

the
 

basic
 

reproduction
 

num-
ber

 

of
 

the
 

model
 

and
 

used
 

it
 

to
 

prove
 

the
 

global
 

asymptotic
 

stability
 

of
 

the
 

disease-free
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

model.
 

In
 

addition,
 

we
 

also
 

analyzed
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

periodic
 

solution
 

of
 

a
 

single
 

virus
 

strain.
 

Final-
ly,

 

we
 

found
 

that
 

the
 

virus
 

strain
 

with
 

the
 

largest
 

number
 

of
 

basic
 

regeneration
 

survived,
 

and
 

the
 

other
 

two
 

strains
 

died
 

out
 

by
 

competition.
Key

 

words:
 

basic
 

reproduction
 

number;
 

periodic
 

solution;
 

stability;
 

competitive
 

exclusion
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