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涉及小函数的亚纯函数的角域唯一性
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摘要:利用Tsuji角域特征函数研究了亚纯函数的角域唯一性,
 

得到两个亚纯函数在某个角域上分担小函数的唯一

性结果.
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本文假设读者熟悉Nevanlinna值分布理论中的基本记号和结果,
 

其细节可以参看文献[1-3].
 

复平面

C上亚纯函数的唯一性理论一直是很多学者关注的热点课题,
 

其中最著名的是Nevanlinna五值定理和四

值定理,
 

其证明主要利用了 Nevanlinna值分布理论,
 

此外也可以用 Nevanlinna去研究微分方程解的性

质[4].
 

为了叙述Nevanlinna五值定理和四值定理,
 

先回顾分担值的定义.
 

设f 和g 是C上两个非常数的

亚纯函数,
 

a∈C.
 

如果f-a和g-a在D 内有相同的零点(不计重数),
 

则称f 和g在区域D ⊆C上

IM 分担值a;
 

如果f-a和g-a在D 内不仅有相同的零点,
 

而且零点的重数也相同,
 

则称f和g在区

域D 上CM 分担值a.
 

类似地,
 

如果f-a和g-a在D 内有相同的极点(或者不仅有相同的极点,
 

而且

极点的重数也相同),
 

则称f 和g 在区域D 上IM(或CM)分担值 ∞.
文献[5]使用值分布理论分别证明了下面著名的五值定理和四值定理:

定理1[5] 设f和g是C上两个非常数的亚纯函数,
 

ai∈C∪{∞}是5个判别值,
 

i=1,2,3,4,5.
 

如

果f 和g 在C上IM 分担值ai,
 

i=1,2,3,4,5,
 

则f=g.
定理2[5] 设f和g是C上两个非常数的亚纯函数,

 

ai∈C∪{∞}是4个判别值,
 

i=1,2,3,4.
 

如果

f 和g 在C上CM 分担值ai,
 

i=1,2,3,4,
 

则f 是g 的分式线性变换.
很多学者研究了亚纯函数的唯一性,

 

并且获得了一系列的研究成果[3,6].
 

21世纪初,
 

文献[7-8]最先讨

论了角域上亚纯函数的唯一性,
 

其文献中提出了一个问题:
 

如果两个亚纯函数在角域上满足类似于复平面

上的条件,
 

那么两个亚纯函数是否有类似于复平面上的结果呢? 即角域五值定理和四值定理是否成立? 很

多研究者关注了这个问题,
 

并得到了很多相关角域的唯一性结果[9-14].
定理1是关于两个函数分担5个值的唯一性结果,

 

一个自然的想法就是分担值能否被分担小函数所取

代.
 

为此先回顾小函数的定义:
 

设a(z)和f是C上的亚纯函数,
 

E是线性测度有穷的r-值集合,
 

如果T(r,
 

a)=o(T(r,
 

f))(r→ ∞,
 

r∉E),
 

则亚纯函数a(z)称为亚纯函数f 的小函数.
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文献[15]研究了复平面上涉及分担小函数的五值定理,
 

将Nevanlinna五值定理推广到小函数的情形,
 

证明了下面的结果:

定理3[15] 设f 和g 是C上两个非常数的亚纯函数,
 

ai(z)是f 和g 的5个判别小函数,
 

i=1,2,3,

4,5.
 

如果f 和g 在C上IM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4,5,
 

则f=g.
文献[16]利用Tsuji角域特征函数τα,β(r,

 

f),
 

得到了下面形式的角域五值定理,
 

其中角域Ω(α,
 

β)=
z:

 

α<arg
 

z<β  ,
 

0≤α<β≤2π:
定理4[16] 设f 和g 是Ω(α,

 

β)上两个非常数的亚纯函数,
 

且满足

lim
 

sup
r→∞

τα,β(r,
 

f)
log

 

r =∞ (1)

如果f 和g 在Ω(α,
 

β)上IM 分担5个判别值ai,
 

i=1,2,3,4,5,
 

则f=g.
如果Ω(α,

 

β)上的亚纯函数f满足(1)式,
 

则称f在Ω(α,
 

β)上是Tsuji意义下的超越亚纯函数.
 

如果

不加以说明,
 

本文讨论的角域上的超越亚纯函数都指满足(1)式的亚纯函数.
 

文献[16]也考虑了CM 分担4
个判别值的情况,

 

在角域上得到了类似定理2的结果.
 

类似于复平面上的情形,
 

分担小函数也是值得考虑

的问题.
 

文献[16]得到下面分担4个小函数的唯一性结果:

定理5[16] 设f和g是Ω(α,
 

β)上两个非常数的亚纯函数,
 

且f满足(1)式.
 

设ai(z)是f和g在Tsuji
特征意义下的4个判别小函数,

 

i=1,2,3,4.
 

如果f 和g在Ω(α,
 

β)上CM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4,
 

则f
是g 的分式线性变换.

设a(z)和f(z)是Ω(α,
 

β)上的两个亚纯函数,
 

如果τα,β(r,
 

a)=o(τα,β(r,
 

f))(r→∞,
 

r∉E),
 

其

中E 是线性测度有穷的r-值集合,
 

则称a(z)是f在Tsuji特征意义下的小函数.
 

如果不加以说明,
 

本文讨

论的角域上的小函数都指Tsuji特征意义下的小函数.
定理5仅考虑了CM 分担小函数的情形,

 

是因为Tsuji特征第二基本定理中Tsuji特征函数由f-a的

全部零点(考虑重数)的计数函数来控制(参看文献[16]的定理2.3.2).
 

最近文献[17]考虑了IM 分担5个

小函数的情形,
 

得到了涉及小函数的角域五值定理:

定理6[17] 设f 和g 是Ω(α,
 

β)上两个非常数的亚纯函数,
 

且f 满足(1)式.
 

设ai(z)是f 和g 的5
个判别小函数,

 

i=1,2,3,4,5.
 

如果f 和g 在Ω(α,
 

β)上IM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4,5,
 

则f=g.
从定理6看到,

 

如果两个亚纯函数在角域上IM 分担5个判别小函数,
 

则这两个函数相等.
 

而定理5告

诉我们,
 

就算两个亚纯函数在角域上CM 分担4个判别小函数,
 

这两个函数也未必相同.
 

那么除了在角域上

IM 分担5个判别小函数外,
 

在何种条件下能得到两个函数相同呢? 这是本文的研究目的,
 

我们发现了一些

判别条件使得两个函数相同.
 

在叙述主要结果之前,
 

先回顾Tsuji亏函数的概念,
 

该定义参见文献[16].
定义1[16] f 是Ω(α,

 

β)上的超越亚纯函数,
 

a(z)是Ω(α,
 

β)上f 的小函数.
 

令

δτ(a,
 

f;
 

α,
 

β)=lim
 

inf
r→∞

mα,β r,
 1
f(z)-a(z)  

τα,β(r,
 

f) =1-lim
 

sup
r→∞

ћα,β r,
 1
f(z)-a(z)  

τα,β(r,
 

f)
如果δτ(a,

 

f;
 

α,
 

β)>0,
 

则称a(z)是f 的亏函数.

mα,β r,
 1
f(z)-a(z)  和ћα,β r,

 1
f(z)-a(z)  是刻画Tsuji特征函数的两个重要指标.

 

本文利用亏

函数研究了两函数在角域上CM 分担4个小函数的唯一性,
 

得到了下面的结果:

定理7 设f 和g 是Ω(α,
 

β)上两个非常数的亚纯函数,
 

且f 满足(1)式.
 

设ai(z)是f 和g 的4个

判别小函数,
 

i=1,2,3,4,
 

且f 和g 在Ω(α,
 

β)上CM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4.
 

如果f 还有一个不同于

ai(z)的亏函数a(z),
 

则f=g.
相比较定理5的条件,

 

定理7增加了“f还有一个不同于ai(z)的亏函数”这一条件,
 

得到了比定理5更

好的结果.
 

利用定理7,
 

得到下面的两个推论:
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推论1 设f和g是Ω(α,
 

β)上两个非常数的亚纯函数.
 

设ai(z)是f和g的4个判别小函数,
 

i=1,

2,3,4,
 

且f和g在Ω(α,
 

β)上CM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4.
 

如果对某个a∈C∪{∞}和任意给定的ε>0,
 

f满足

lim
 

sup
r→∞

N(r,
 

Ωε;
 

a,
 

f)
rωlog

 

r
=∞ (2)

其中

Ωε = z:
 

α+ε<arg
 

z<β-ε  

N(r,
 

Ωε;
 

a,
 

f)=∫
r

1

n(t,
 

Ωε;
 

a,
 

f)
t dt

n(t,
 

Ωε;
 

a,
 

f)表示f 在Ωε ∩ z:
 

1< z <t  的a-值点个数(计算重数),
 

ω=
π

β-α.
 

则f=g.

推论2 设f和g是Ω(α,
 

β)上两个非常数的亚纯函数.
 

设ai(z)是f和g的4个判别小函数,
 

i=1,

2,3,4,
 

且f 和g 在Ω(α,
 

β)上CM 分担ai(z),
 

i=1,2,3,4.
 

设arg
 

z=θ∈ (α,
 

β)是从原点出发的一条

半直线,
 

使得对某个a∈C∪ {∞}和任意给定的ε>0,
 

f 满足

lim
 

sup
r→∞

log
 

n(r,
 

Ω(θ-ε,
 

θ+ε);
 

a,
 

f)
log

 

r >
π

β-α
(3)

则f=g.
注1 由Borel方向的定义及其存在性[2]知,

 

满足(3)式的角域必存在.
为了证明本文的结果,

 

Tsuji角域特征的性质是需要的.
 

设f 为角域Ω(α,
 

β)内的亚纯函数.
 

令

E(α,
 

β,
 

r)= z=teiθ:
 

α<θ<β,
 

1<t<r(sin(ω(θ-α)))
1
ω  

mα,β(r,
 

f)=
1
2π∫

π-arc
 

sin(r-ω)

arc
 

sin(r-ω)
log+ f(rei(α+ω-1θ)sinω-1

θ) 1
rωsin2θ

dθ

ћα,β(r,
 

f)= ∑
1< bn <r(sin(ω(βn-α)))ω-1

sin(ω(βn -α))
bn

ω -
1
rω  =ω∫

r

1

nα,β(t,
 

f)
tω+1 dt

τα,β(r,
 

f)=mα,β(r,
 

f)+ћα,β(r,
 

f)

其中ω=
π

β-α
,

 

bn= bn e
iβn 是f在E(α,

 

β,
 

r)内的极点,
 

重级极点按其重数计算,
 

nα,β(r,
 

f)表示f在

E(α,
 

β,
 

r)内的极点个数(计算重数).
 

如果不考虑极点的重数,
 

类似地可定义ћα,β(r,
 

f).
 

称τα,β(r,
 

f)为

f 在E(α,
 

β,
 

r)内的Tsuji特征函数.
引理1[16] 设f 为Ω(α,

 

β)内的亚纯函数.
 

则对每一个a∈C,
 

有

τα,β r,
 1
f-a  =τα,β(r,

 

f)+O(1)

  引理2[16] 设f 为Ω(α,
 

β)内的亚纯函数,
 

k为正整数.
 

则对0<r<R,
 

有

mα,β r,
 f(k)

f  ≤clog+τα,β(R,
 

f)+log
 R
R-r+1  

其中c为一正常数.
 

当r→ ∞ 时,
 

有

mα,β r,
 f(k)

f  =Olog+τα,β(r,
 

f)+log
 

r  

可能需除去一个线性测度有限的r-值集合E.
引理3[16]定理2.3.2 设f 为Ω(α,

 

β)内的亚纯函数,
 

ai(z)是f 的q个判别小函数,
 

j=1,…,q.
 

则

(q-2)τα,β(r,
 

f)≤∑
q

j=1
 

ћα,β r,
 1
f-aj(z)  +Qα,β(r,

 

f)

其中Qα,β(r,
 

f)=O(log
 

r)+o(τα,β(r,
 

f)),
 

r→ ∞,
 

r∉E,
 

E 为线性测度有限的r-值集合.
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引理4[16,
 

引理2.3.3] 设f 为Ω(α,
 

β)内的亚纯函数.
 

则对任意给定的ε>0,
 

有

ћα,β(r,
 

f)≥ωcω N(cr,
 

Ωε,
 

f)
rω +ω2cω∫

cr

1

N(t,
 

Ωε,
 

f)
tω+1 dt

其中c∈ (0,
 

1)是一个仅依赖ε的常数,

N(r,
 

Ωε,
 

f)=∫
r

1

n(t,
 

Ωε,
 

f)
t dt

n(t,
 

Ωε,
 

f)表示f 在Ωε ∩ z:
 

1< z <t  的极点个数(计算重数),
 

ω=
π

β-α.

定理7的证明  假设f≠g.
 

利用引理1和引理3,
 

有

2τα,β(r,
 

f)≤∑
4

j=1
ћα,β r,

 1
f-aj(z)  +Qα,β(r,

 

f)≤

ћα,β r,
 1
f-g  +Qα,β(r,

 

f)≤

τα,β(r,
 

f)+Qα,β(r,
 

f)≤
τα,β(r,

 

f)+τα,β(r,
 

g)+Qα,β(r,
 

f) (4)
其中Qα,β(r,

 

f)=O(log
 

r)+o(τα,β(r,
 

f)),
 

r→ ∞,
 

r∉E,
 

E 为线性测度有限的r-值集合.
 

因此

τα,β(r,
 

f)≤τα,β(r,
 

g)+Qα,β(r,
 

f) (5)
类似地,

 

有

τα,β(r,
 

g)≤τα,β(r,
 

f)+Qα,β(r,
 

g) (6)
结合(5)式和(6)式得

Qα,β(r,
 

f)=Qα,β(r,
 

g)

  根据假设,
 

不妨设a(z)≠ ∞.
 

利用引理3,
 

并结合(4),(5),(6)式,
 

得

3τα,β(r,
 

f)≤∑
4

j=1
ћα,β r,

 1
f-aj(z)  +ћα,β r,

 1
f-a(z)  +Qα,β(r,

 

f)≤

2τα,β(r,
 

f)+ћα,β r,
 1
f-a(z)  +Qα,β(r,

 

f)

因此

τα,β(r,
 

f)≤ћα,β r,
 1
f-a(z)  +Qα,β(r,

 

f)

所以

mα,β r,
 1
f(z)-a(z)  =Qα,β(r,

 

f)

根据Tsuji亏函数的定义,
 

a(z)不是f 的亏函数,
 

与假设条件矛盾.
 

故f=g.
推论1、

 

2的证明  利用引理4和(2),(3)式,
 

(1)式成立.
 

故利用定理1得f=g.
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