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摘要:设 Mm(m ≥3)是m+n维球空间S
 

m+n中的m 维完备定向非紧子流形,
 

考虑子流形 Mm 上的Lp(p≥2)调

和1-形式的存在性问题.
 

记Φ 为子流形Mm 的无迹张量,
 

则Mm 的全曲率定义为‖Φ‖
Lm (M)=∫M

|Φ|mdM  
1
m ,

 

其中dM 表示Mm 的体积元.
 

首先,
 

在子流形Mm 的全曲率有正上界的假设条件下,
 

特别地,
 

该正上界的取值仅依赖

于子流形 Mm 的维数m 和p,
 

使用Bochner公式及球空间中子流形Ricci曲率的下界估计和Sobolev不等式,
 

并利用

截断函数法和Lp 条件,
 

得到了子流形Mm 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式,
 

即Lp 调和1-形式的消灭定理.
 

其次,
 

考虑逐点条件,
 

假设子流形Mm 的无迹张量Φ 的最大模函数有正上界,
 

该正上界的取值仅依赖于m,
 

使用同样的方

法,
 

证明了 Mm 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式.
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黎曼流形上r 次调和形式空间的性质与流形的拓扑性质之间有着密切的联系,
 

如著名的 Hodge-de
 

Rham定理指出:
 

紧致m 维黎曼流形Mm 上r(0≤r≤m)次调和形式空间的维数与其第r个贝蒂数相等;
 

在非紧情形下,
 

L2 调和r-形式空间与r次可约化上同调群同构,
 

且其非抛物端的个数不超过L2 调和1-形

式空间的维数加1[1-2].
 

因此,
 

对黎曼流形上调和形式的讨论具有重要意义.
文献[3]证明了:

 

欧氏空间Rm+1 中可定向完备的非紧稳定极小超曲面上不存在非平凡的L2 调和1-
形式.

 

随后,
 

文献[4-5]在外围空间满足一定曲率假设的条件下,
 

将文献[3]的工作完全推广到任意流形

中具有常数平均曲率的子流形上.
 

文献[6]去掉了稳定性的假设,
 

对欧氏空间Rm+n 中的完备极小子流形

Mm 考虑类似的问题,
 

并在Mm 更弱的几何假设下,
 

即Mm 的第二基本型A 满足∫M
|A|mdM <C1(C1是

常数)的条件下,
 

得到了文献[3]中同样的结论,
 

并进一步证明了 Mm 仅有一个端.
 

文献[7]考虑了

Hadamard流形中的完备非紧子流形的情形,
 

对 Mm 的Laplace算子的第一特征值作一定的限制,
 

在全曲

率有限或有界的条件下,
 

分别证明了该类子流形上非平凡的L2调和1-形式空间的维数有限或为0.
 

对于

球空间S
 

m+n中的子流形Mm,
 

文献[8-9]同样对Mm 的全曲率作一定的限制后,
 

得到了关于L2 调和1-形

式的消灭定理以及有限性定理.
相比而言,

 

L2 调和形式的消灭定理及其应用较为常见,
 

而对Lp 调和形式[10](p≥2)、
 

Lp 调和1-形式

的讨论更为困难,
 

进展更为缓慢.
 

文献[11]对黎曼流形中的完备非紧稳定极小超曲面的Laplace算子的第

一特征值作以限制,
 

得出了L2p 调和1-形式的消灭定理.
 

文献[12]推广了文献[7]关于L2调和1-形式的结

论,
 

得到了Hadamard流形中完备非紧子流形上Lp 调和1-形式的消灭定理及有限性定理.
记A1(M)表示流形Mm 上1次外微分形式空间,

 

则Mm 上的Lp 调和1-形式空间为

H1(Lp(Mm))= ω ∈A1(Mm):
 

Δω=0,
 

∫M
|ω|pdM < ∞  
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  受上述工作的启发,
 

本文考虑球空间中完备非紧子流形上的非平凡Lp 调和1-形式的不存在性问题,
 

得到如下两个消灭定理:
定理1 设Mm(m ≥3)是球空间S

 

m+n中完备非紧子流形.
 

如果存在一个正常数Λ,
 

使得Mm 的全曲

率满足 ‖Φ‖Lm(M)<Λ,
 

则H1(Lp(M))={0}(p≥2),
 

即Mm 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式.
 

特别

地,
 

可取

Λ=min 1
C0m(m-1)

,
 8(p-1)(m-1)+8

C0p
2(m-1)2  

其中C0 为引理1中的正常数.
定理2 设Mm(m ≥3)是球空间S

 

m+n中完备非紧子流形.
 

如果无迹张量Φ 满足

sup
x∈M

 |Φ|<
2 m(m-1)

m
则 H1(Lp(M))={0}(p≥2),

 

即M 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式.
设Mm(m≥3)是球空间S

 

m+n中的完备非紧子流形,
 

A,H 分别表示Mm 的第二基本形式和平均曲率向

量,
 

无迹张量Φ 定义为Φ(X,
 

Y)=A(X,
 

Y)-<X,
 

Y>H,
 

其中X,Y为Mm 上的切向量场,
 

<·,
 

·>是Mm 上

的诱导度量.
 

直接计算得|Φ|2=|A|2-m|H|2.
 

易见,
 

Φ=0当且仅当子流形Mm 是全脐的[13].
引理1[8] 设Mm(m ≥3)是球空间S

 

m+n中的完备非紧子流形,
 

则对任意f∈C∞
0 (M),

 

有

∫M
|f|

2m
m-2dM  

m-2
m

≤C0∫M
|∇f|2dM +m2∫M

(|H|2+1)f2dM  
其中C0 >0是仅依赖于m 的常数.

引理2[14] 设Mm 是完备单连通黎曼流形Nm+n 中的子流形,
 

若Nm+n 的截面曲率KN ≥k(常数).
 

则

对任意ω ∈A1(Mm),
 

有

Ric(ω#,
 

ω#)≥ (m-1)(|H|2+k)2-
m-1
m |Φ|2-

(m-2) m(m-1)
m |H||Φ|  |ω|2

其中ω# 是ω 的对偶向量场,
 

Ric是子流形Mm 的Ricci曲率张量.
引理3[15] 设Mm 是m 维黎曼流形.

 

则对任意ω ∈A1(M),
 

有

1
2Δ|ω|2=<Δω,

 

ω>+|∇ω|2+Ric(ω#,
 

ω#)

其中ω# 是ω 的对偶向量场.
对黎曼流形上的调和1-形式ω,

 

成立Kato不等式[16]

m
m-1|

∇|ω||2 ≤|∇ω|2

因此,
 

对任意ω ∈H1(Lp(M))(p≥2),
 

结合引理2和引理3,
 

直接计算可得

|ω|Δ|ω|≥
1

m-1|
ω|2+(m-1)|ω|2+(m-1)|H|2|ω|2-

m-1
m |Φ|2|ω|2-

(m-2) m(m-1)
m |H||Φ||ω|2 (1)

此外,
 

对任意的p≥2,
 

直接计算有

|ω|Δ|ω|p-1=(p-1)|ω|p-2|ω|Δ|ω|+
4(p-1)(p-2)

p2 |∇|ω|
p
2|2 (2)

联立(1),(2)式,
 

便有

|ω|Δ|ω|p-1 ≥
4(p-1)(p-2)

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)  |∇|ω|
p
2|2+(p-1)(m-1)|ω|p +

(p-1)(m-1)|H|2|ω|p -
(p-1)(m-1)

m |Φ|2|ω|p -

(p-1)(m-2) m(m-1)
m |H||Φ||ω|p (3)
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  定理1的证明 任取η∈C∞
0 (M),

 

对(3)式两边同时乘以η2,
 

并在Mm 上积分(以下为方便起见,
 

积

分都省去体积元),
 

则有

∫M
η2|ω|Δ|ω|p-1 ≥

4(p-1)(p-2)

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)  ∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+

+(p-1)(m-1)∫M
|ω|pη2+(p-1)(m-1)∫M

|H|2|ω|pη2-

(p-1)(m-2) m(m-1)
m ∫M

|H||Φ||ω|pη2-

(p-1)(m-1)
m ∫M

|Φ|2|ω|pη2 (4)

  一方面,
 

对(4)式左边项运用散度定理及Cauchy-Schwarz不等式,
 

即对任意常数c>0,
 

有

∫M
η2|ω|Δ|ω|p-1 ≤-

4(p-1)

p2 ∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+

2c
p∫M

η2|∇|ω|
p
2|2+

2
pc∫M

|ω|p|∇η|2

(5)
同理,

 

对(4)式右边第4项运用Cauchy-Schwarz不等式,
 

对任意的a>0,
 

有

∫M
|H||Φ||ω|pη2 ≤

a
2∫M

|H|2|ω|pη2+
1
2a∫M

|Φ|2|ω|pη2 (6)

  另一方面,
 

运用Hölder不等式,
 

结合引理1和Cauchy-Schwarz不等式,
 

对任意b>0,
 

记

S(η)=∫supp
 

η
|Φ|m  

1
m

有

∫M
|Φ|2|ω|pη2 ≤∫supp

 

η
|Φ|m  

2
m

∫M
(η|ω|

p
2)

2m
m-2  

m-2
m

≤

S2(η)C0 (1+b)∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+ 1+

1
b  ∫M

|ω|p|∇η|2+




m2∫M
(|H|2+1)η|ω|

p
2  2 (7)

将(5),(6)式代入(4)式,
 

并结合(7)式,
 

可以得到

C∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+D∫M

|H|2|ω|pη2+E∫M
|ω|pη2 ≤F∫M

|ω|p|∇η|2 (8)

记

A(m,
 

a)=(p-1)(m-1)-
a(p-1)(m-2) m(m-1)

2m

B(m,
 

a)=
(p-1)(m-1)

m +
(p-1)(m-2) m(m-1)

2am












则C,D,E,F 分别为

C=
4(p-1)2

p2 +
4(p-1)
p2(m-1)

-C0(1+b)B(m,
 

a)S2(η)-
2c
p

D=A(m,
 

a)-m2C0B(m,
 

a)S2(η)
E=(p-1)(m-1)-m2C0B(m,

 

a)S2(η)

F= 1+
1
b  C0B(m,

 

a)S2(η)+
2
cp

  记Bx0
(r)为Mm 上以固定点x0 ∈Mm 为球心,

 

r为半径的测地球.
 

取Mm 上的光滑函数η,
 

使得

η=1 x∈Bx0
(r)

0≤η≤1,
 

|∇η|<
2
r x∈Bx0

(2r)\Bx0
(r)

η=0 x∈M\Bx0
(2r)
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则(8)式中各项在Mm 上的积分可看作是在Bx0
(r),Bx0

(2r)\Bx0
(r),M\Bx0

(2r)这3部分区域上的积分

和,
 

由η 的取值易得

C∫Bx0
(r)

|∇|ω|
p
2|2+D∫Bx0

(r)
|H|2|ω|p +E∫Bx0

(r)
|ω|p ≤F 4

r2∫Bx0
(2r)

|ω|p (9)

显然,
 

F >0.
 

令r→ ∞,
 

因为ω ∈H1(Lp(M)),
 

所以(9)式右边趋于0.
 

当C>0,
 

D >0,
 

E>0时,
 

便有|ω|=0,
 

即ω=0,
 

M 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式.
 

下证存在Λ>0,
 

使得当S(η)<Λ 时

有C>0,
 

D >0,
 

E>0,
 

并给出Λ>0取值的具体估计.
 

由于E>D,
 

故只需适当选取Λ 使得C>0,
 

且D >0即可.
取足够小的b,c,

 

由C 的表达式,
 

当S(η)<Λ 时,
 

C >0当且仅当

Λ2 <
1
C0

4(p-1)2

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)
B(m,

 

a)
令

f1(a)=
1
C0

4(p-1)2

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)
B(m,

 

a)
则函数f1:

 

(0,
 

∞) →R是增函数,
 

且当a→ ∞ 时,
 

有

sup
 

f1(a)=
(4(p-1)(m-1)+4)m

C0p
2(m-1)2

因此,
 

选取Λ,
 

使得Λ2 <
(4(p-1)(m-1)+4)m

C0p
2(m-1)2

时有C >0.

同理,
 

由D 的表达式,
 

当S(η)<Λ 时,
 

D >0当且仅当

Λ2 <
1

C0m
2

m-
a(m-2)

2
m

m-1

1+
m-2
2a

m
m-1

令

f2(a)=
1

C0m
2

m-
a(m-2)

2
m

m-1

1+
m-2
2a

m
m-1

则函数f2:
 

(0,
 

∞) →R是凸函数,
 

且在a=
m

m-1
处取得最大值

max
 

f2(a)=f2
m

m-1  = 1
C0m(m-1)

由此可见,
 

选取Λ 使得Λ2 <
1

C0m(m-1)
时,

 

便有D >0.

因此,
 

当S(η)<Λ 时,
 

要使得C >0,
 

且D >0,
 

对任意的a>0,
 

只需Λ2=min{f1(a),
 

f2(a)}.
 

由上述讨论,
 

f1(a)在(0,
 

∞)上是增函数,
 

f2(a)在(0,
 

∞)上是凸函数,
 

且

max
 

f2(a)=f2
m

m-1  
故取a=

m
m-1

.
 

则当2≤p≤4m+ 16m2-
8m(m-2)

m-1
时,

 

f2(a)≤f1(a),
 

取

Λ2=min{f1(a),
 

f2(a)}=f2
m

m-1  = 1
C0m(m-1)

即
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Λ=
1

C0m(m-1)

  当p>4m+ 16m2-
8m(m-2)

m-1
时,

 

f2(a)>f1(a),
 

取

Λ2=min{f1(a),
 

f2(a)}=f1
m

m-1  =8(p-1)(m-1)+8
C0p

2(m-1)2

即

Λ=
8(p-1)(m-1)+8

C0p2(m-1)2

定理1证毕.
定理2的证明  对ω ∈H1(Lp(M))(p≥2),

 

将(5),(6)式代入(4)式,
 

有

2
pc∫M

|ω|p|∇η|2 ≥
4(p-1)2-2pc

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)  ∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+

A(m,
 

a)∫M
|H|2|ω|pη2+(p-1)(m-1)∫M

|ω|pη2-

B(m,
 

a)sup
x∈M

 |Φ|2∫M
ω|pη2 (10)

整理(10)式便有

C∫M
η2|∇|ω|

p
2|2+D∫M

|H|2|ω|pη2+E∫M
|ω|pη2 ≤F∫M

|ω|p|∇η|2 (11)

其中C,
 

D,
 

E,
 

F 分别为

C=
4(p-1)2

p2 +
4(p-1)

p2(m-1)
-
2c
p

D=(p-1)(m-1)-B(m,
 

a)sup
x∈M

 |Φ|2

E=A(m,
 

a)   F=
2
cp

显然F >0,
 

取足够小的c>0,
 

0<a<
2 m(m-1)
(m-2)

,
 

则有C >0,
 

且E >0.
 

此时D >0当且仅当

sup
x∈M

 |Φ|2 <
(p-1)(m-1)

B(m,
 

a)

设f3(a)=
(p-1)(m-1)

B(m,
 

a)
,

 

则f3(a)在 0,
 2 m(m-1)

m-2  上是增函数,
 

且supf3(a)=
4(m-1)

m
,

 

由a

的任意性,
 

令a→
2 m(m-1)

m-2
,

 

则当

sup
x∈M

 |Φ|2 <
4(m-1)

m

即 sup
x∈M

 |Φ|<
2 m(m-1)

m
时,

 

就有D >0.
同理,

 

记Bx0
(r)为M 上以固定点x0 ∈M 为球心r为半径的测地球,

 

由η∈C∞
0 (M)的任意性可得

C∫Bx0
(r)

|∇|ω|
p
2|2+D∫Bx0

(r)
|H|2|ω|p +E∫Bx0

(r)
|ω|p ≤F 4

r2∫Bx0
(2r)

|ω|p (12)

令r→ ∞,
 

由于ω ∈H1(Lp(M)),
 

(12)式右边项趋于0.
 

当sup
x∈M

 |Φ|<2
m(m-1)

m
时已证得C>0,

 

E >0,
 

D >0,
 

所以|ω|=0,
 

即ω=0,
 

Mm 上不存在非平凡的Lp 调和1-形式.
 

定理2证毕.
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Abstract:
 

Let
 

Mm(m≥3)
 

be
 

a
 

complete
 

noncompact
 

submanifold
 

in
 

sphere
 

S
 

m+n.
 

Studying
 

the
 

vanishing
 

theorems
 

of
 

Lp(p≥2)
 

harmonic
 

1-forms
 

on
 

Mm.
 

Let
 

Φ
 

denote
 

the
 

traceless
 

second
 

fundamental
 

form
 

of
 

Mm,
 

then
 

the
 

total
 

curvature
 

of
 

Mm
 

be
 

defined
 

by
 

‖Φ‖Lm(M)= ∫M|Φ|mdM  
1
m,

 

where
 

dM
 

denotes
 

the
 

volume
 

element
 

of
 

Mm.
 

First,
 

assume
 

that
 

the
 

total
 

curvature
 

of
 

Mm
 

is
 

less
 

than
 

a
 

constant
 

which
 

only
 

de-
pends

 

on
 

the
 

dimension
 

of
 

Mm
 

and
 

p,
 

it
 

shows
 

that
 

there
 

is
 

no
 

nontrivial
 

Lp
 

harmonic
 

1-forms
 

on
 

Mm
 

by-
using

 

Bochner
 

formula,
 

the
 

bottom
 

estimate
 

of
 

Ricci
 

curvature
 

and
 

Sobolev
 

inequality
 

of
 

Mm
 

in
 

spheres,
 

themethod
 

of
 

cut
 

off
 

function
 

and
 

the
 

condition
 

of
 

Lp.
 

Second,
 

assume
 

that
 

the
 

maximal
 

norm
 

of
 

Φ
 

are-
bounded

 

from
 

above
 

by
 

a
 

constant
 

only
 

depends
 

on
 

m,
 

it
 

shows
 

that
 

there
 

is
 

no
 

nontrivial
 

Lp
 

harmonic
 

1-
forms

 

on
 

Mm
 

by
 

using
 

the
 

same
 

method.
Key

 

words:
 

Lp
 

harmonic
 

1-forms;
 

vanishing
 

theorem;
 

total
 

curvature;
 

traceless
 

tensor
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