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摘要:讨论了一个具有两个阶段细胞免疫生成机制的 HIV病毒感染模型.
 

首先证明了无感染平衡点的局部稳定性

和全局稳定性,
 

接着得到了免疫未激发平衡点的局部稳定性,
 

最后讨论了免疫激发平衡点的局部稳定的条件.
 

研究

表明分阶段免疫生成机制的引入可能导致系统变量产生周期震荡现象,
 

并通过数值模拟证实了上述相关理论结果.
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关于HIV病毒感染问题已有大量研究[1-10].
 

本文在HIV病毒基本动力学模型的基础上考虑分阶段细

胞免疫生成机制,
 

得到如下动力学模型:

dX
dt =s-αXV-d1X

dY
dt=αXV-pYZ-d2Y

dV
dt=kY-dV

dW
dt =ηYZ-d3W

dZ
dt=δW -d4Z
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(1)

其中:
 

X(t),Y(t),V(t),W(t),Z(t)分别表示t时刻健康细胞、
 

感染细胞、
 

游离病毒、
 

免疫初期细胞、
 

成熟

免疫细胞的数量;
 

s为健康细胞的出生率,
 

α为感染率,
 

k为病毒的产生率,
 

η为免疫细胞激发率,
 

p 为免疫

率;
 

d表示病毒死亡率,
 

di(i=1,2,3,4)分别表示健康细胞、
 

感染细胞、
 

免疫初期细胞、
 

成熟免疫细胞的死

亡率,
 

δ=μ
 

d3 为免疫初期到成熟免疫细胞的转化率,
 

μ 是由免疫初期细胞转化为成熟免疫细胞的存活率.
 

借助拟平衡态的方法[10],
 

假设病毒已经处于平衡态,
 

将系统(1)转化成下面的系统:
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dX
dt =s-βXY-d1X

dY
dt=βXY-pYZ-d2Y

dW
dt =ηYZ-d3W

dZ
dt=δW -d4Z
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(2)

其中β=
αk
d.

 

假设非负初始条件:
 

X(0)≥0,
 

Y(0)≥0,
 

W(0)≥0,
 

Z(0)≥0.

1 解的非负性和有界性

定理1 存在正常数M =
s

min{d1,
 

d2,
 

d3}
,

 

系统(2)的正不变集为:

Γ= (X,
 

Y,
 

W,
 

Z)∈R4+:
 

0≤X,Y,W ≤M,
 

0≤Z ≤
δM
d4  

  证  对任意(X,
 

Y,
 

W,
 

Z)∈Γ,
 

有

dX
dt X=0

>0,
 dY
dt Y=0

=0

故对于给定的非负初始条件,
 

X(t)和Y(t)均是非负的.

下面证明W 和Z 的非负性.
 

假设存在最小的tw 使得W(tw)=0,
 

Z(tw)>0.
 

此时有dW
dt tw

=ηYZ≥

0,
 

即当W 到达0,
 

导数会大于等于零,
 

也即非负;
 

假设当t=tz>tw 时,
 

Z=0,
 

此时注意到dZ
dt tz

=δW ≥

0,
 

故Z 非负;
 

假设W 与Z 同时到达0,
 

此时有dW
dt =0,

 dZ
dt=0,

 

故说明了W 与Z 的非负性,
 

至此证明了解

的非负性.

为了证明系统的有界性,
 

我们引入新的变量Q=X +Y+p
η

W,
 

则由解的非负性可得

dQ
dt=s-d1X -d2Y-

pd3

η
W ≤s-min{d1,

 

d2,
 

d3}Q (3)

根据(3)式和比较原理可得

Q ≤
s

min{d1,
 

d2,
 

d3}
:

 

=M

再由系统(2)的第4个方程可得:

dZ
dt=δW -d4Z ≤δM -d4Z (4)

由根据(4)式和比较原理可得

Z ≤
δM
d4

定理证毕.

2 平衡点的存在性及稳定性

系统(2)总是存在无感染平衡点E0=
s
d1
,

 

0,
 

0,
 

0  .
 

计算基本再生数可得

R0=
sβ

d1d2
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定义

R1=ηδd1(R0-1)

βd3d4

X2=
sηδ

βd3d4+d1ηδ
   Y2=

d3d4

ηδ

W2=
d4Z2

δ    Z2= βd1
2d2d3d4

p(ηδd1+βd3d4)
(R1-1)

故

R1 >1⇔R0 >1+βd3d4

ηδd1

易得如下定理2.

定理2 􀃠
 

当R0 >1时,
 

系统(2)存在唯一的免疫未激发平衡点E1=
d2

β
,

 sβ-d1d2

d2β
,

 

0,
 

0  ;
􀃡

 

当R1 >1时,
 

系统(2)
 

存在唯一的免疫激发平衡点E2=(X2,
 

Y2,
 

W2,
 

Z2).
下面为了研究平衡点的局部稳定性,

 

先给出系统(2)的雅可比矩阵为:

J=

-βY-d1 -βX 0 0

βY βX -d2-pZ 0 -pY
0 ηZ -d3 ηY
0 0 δ -d4
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  定理3 当R0<1时,
 

系统(2)的无感染平衡点E0 是局部渐近稳定的;
 

当R0>1时,
 

系统(2)的无

感染平衡点E0 是不稳定的.
证  系统(2)在E0 处的特征方程为

(λ+d1)(λ+d3)(λ+d4)λ+d2-βs
d1  =0 (5)

所以当d2-βs
d1
>0,

 

即R0<1时,
 

特征方程(5)的所有根均是负的,
 

从而知E0 是局部渐近稳定的;
 

当

R0 >1时,
 

系统(2)的无感染平衡点E0 是不稳定的.
定理4 当R0 <1时,

 

系统(2)的无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证  构造如下Lyapunov函数

U=X -X0-X0ln
X
X0

+Y+p
η

W +
pd3

ηδ
Z

对函数U 求导并带入系统(2)可得

dU
dt= 1-

X
X0  (s-βXY-d1X)+βXY-d2Y-pYZ+p

η
(ηYZ-d3W)+

pd3

ηδ
(δW -d4Z)=

-
d1(X -X0)2

X +βX0Y-d2Y-
pd3d4

ηδ
Z=

-
d1(X -X0)2

X +d2Y(R0-1)-
pd3d4

ηδ
Z

当R0 <1时,
 dU
dt ≤0

,
 

同时注意dU
dt=0仅包含系统的无感染平衡点E0,

 

再由Lassal不变原理可知,
 

系统

(1)的无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.
定理5 假设R0>1.

 

当R1<1时,
 

免疫未激发平衡点E1 局部渐近稳定;
 

当R1>1时,
 

免疫未激发

平衡点E1 是不稳定的.
证  系统(2)在E1 处的特征方程为

λ2+(d3+d4)λ+d3d4-ηδd1(R0-1)

β  (λ2+d1R0λ+d1d2(R0-1))=0 (6)
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所以当d3d4-ηδd1(R0-1)

β
>0,

 

即R1<1时,
 

特征方程(6)的所有根均是负的,
 

知免疫未激发平衡点E1

是局部渐近稳定的.

定理6 假设R1>1.
 

则当ηδ
β
<d1+βd3d4

ηδ
<d3+d4时,

 

系统(2)的免疫激发平衡点E2=(X2,
 

Y2,
 

W2,
 

Z2)是局部渐近稳定的.
证  系统(2)在E2 处的特征方程为

λ4+A1λ3+A2λ2+A3λ+A4=0 (7)
其中:

A1=d1+d3+d4+βY2   A2=(d3+d4)(d1+βY2)+β2X2Y2

A3=ηδpY2Z2+β2X2Y2(d3+d4)   A4=(d1+βY2)ηδpY2Z2

显然Ai >0,
 

i=1,2,3,4.
 

根据特征方程(7)和Routh-Hurwitz稳定性判据可知,
 

E2 是局部渐近稳定的当

且仅当(A1A2-A3)A3-A1
2A4 >0,

 

即

(A1A2-A3)A3-A1
2A4=pZ2d3d4

β
ηδ
(d1+βY2)-1  (d3d4pZ2+βY2(d3+d4)(d2+pZ2))+

(d1+βY2)(d3+d4)2(d2+pZ2)βY2(d1+βY2+d3+d4)+

βY2d2(d1+βY2)(d3d4pZ2+βY2(d3+d4)(d2+pZ2))+
(d1+βY2)2d3d4pZ2((d3+d4)-(d1+βY2))>0

当ηδ
β
<d1+βY2 <d3+d4 时,

 

可得

(d3+d4)-(d1+βY2)>0

β
ηδ
(d1+βY2)-1>0

从而知(A1A2-A3)A3-A1
2A4 >0,

 

即知系统(2)的免疫激发平衡点E2=(X2,
 

Y2,
 

W2,
 

Z2)是局部渐

近稳定的.

3 数值模拟

取一组参数s=10,
 

β=0.02,
 

d1=0.03,
 

d2=0.5,
 

d3=0.99,
 

η=0.4,
 

p=0.004,
 

δ=0.1,
 

d4=0.5,
 

则可以计算出基本再生数R0=13.333
 

3,
 

平衡点X2=36.036
 

0,
 

Y2=12.375
 

0,
 

W2=275.900
 

9,
 

Z2=
55.180

 

2.
 

同时通过计算可知此时(A1A2-A3)A3-A1
2A4>0,

 

知免疫激发平衡点E2 是局部渐近稳定

的(图1).
取定另一组参数s=10,

 

β=0.02,
 

d1=0.03,
 

d2=0.5,
 

d3=0.99,
 

η=0.4,
 

p=0.004,
 

δ=
0.2,

 

d4=0.5,
 

则可以计算出基本再生数R0=13.333
 

3,
 

平衡点X2=65.040
 

7,
 

Y2=6.187
 

5,
 

W2=
500.508

 

1,
 

Z2=200.203
 

3.
 

此时计算得出(A1A2-A3)A3-A1
2A4<0,

 

所以系统(2)的免疫激发平

衡点E2 是不稳定的,
 

存在周期震荡现象(图2).

4 结论和讨论

通过建立考虑分阶段免疫细胞生成机制的 HIV病毒感染模型,
 

研究了无感染平衡点和免疫未激发

平衡点以及免疫激发平衡点的局部和全局稳定性.
 

通过以往的相关研究,
 

知道如果免疫细胞的生成不分

阶段,
 

免疫激发平衡点是全局稳定的.
 

本文研究发现,
 

如果免疫细胞分阶段生成,
 

则免疫激发平衡点是

条件局部稳定的,
 

也就是说系统可能会通过 Hopf分支而产生周期解.
 

研究表明免疫细胞的生成机制对

病毒动力学性态具有关键的影响.
 

接下来的研究工作是希望进一步从理论上证明相关Hopf分支的方向、
 

稳定性等问题.
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图1 局部渐近稳定现象

图2 周期震荡现象
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

discuss
 

an
 

HIV
 

infection
 

model
 

concerning
 

the
 

mechanism
 

of
 

two-stage
 

immu-
nogenesis.

 

First,
 

we
 

prove
 

the
 

local
 

stability
 

and
 

global
 

stability
 

of
 

the
 

non-infectious
 

equilibrium
 

point,
 

then
 

we
 

obtain
 

the
 

local
 

stability
 

of
 

the
 

immune
 

non-activated
 

equilibrium
 

point
 

and,
 

finally,
 

we
 

discuss
 

the
 

conditions
 

for
 

the
 

local
 

stability
 

of
 

the
 

immune-activated
 

equilibrium
 

point.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

introduction
 

of
 

the
 

staged
 

immune
 

generation
 

mechanism
 

may
 

lead
 

to
 

the
 

occurrence
 

of
 

periodic
 

oscillation.
 

At
 

last,
 

the
 

theoretical
 

results
 

are
 

verified
 

by
 

numerical
 

simulation.
Key

 

words:
 

staged
 

immunogenesis
 

mechanism;
 

stability;
 

periodic
 

oscillation
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