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摘要:研究了NSD(negatively
 

superadditive
 

dependent)随机变量序列的极限定理.
 

利用截尾技术和NSD随机变量序

列的性质讨论了NSD随机变量加权和Sn =∑
n

i=1
 

anixi 的完全收敛性,
 

并将其结果应用于含参数β的最小二乘估计的

线性回归模型中及关于g 的权函数非参数回归模型估计中,
 

分别得到了强相合性.
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设{Xn,
 

n≥1}为NSD随机变量序列,
 

ani 为双下标下三角常数列,
 

即当i≥n时,
 

ani=0.
 

考虑加权

和:

Sn =∑
n

i=1
 

aniXi

完全收敛性[1]是极限理论中的重要研究内容.
 

在实际的应用中,
 

更多的是随机变量序列加权和的情况,
 

所

以对相依序列加权和的完全收敛性问题的研究成为人们所关注的焦点.
定义1[1] 设{Xn,

 

n≥1}是定义在概率空间(Ω,
 

A,
 

P)上的随机变量序列.
 

若存在常数θ,
 

对∀ε>
0,

 

有

∑
∞

i=1
 

P(|Xn -θ|>ε)< ∞

则称{Xn,
 

n≥1}完全收敛于θ.
很多学者对完全收敛性展开了广泛的研究[2-8].

 

本文研究NSD[5]
 

随机变量序列加权和的完全收敛性,
 

并将其结果应用于含参数β的最小二乘估计[9-10]的线性回归模型中及关于g 的权函数非参数回归模型估计

中,
 

得到了强相合性定理[11-15].
 

本文结论改进了文献[5]中的相应结果,
 

下面给出NSD随机变量的概念.
定义2[5] 函数Φ:

 

Rn →R称为超可加的,
 

如果对任意的x,y∈Rn 有

Φ(x∨y)+Φ(x∧y)≥Φ(x)+Φ(y)
其中:

 

记号“∨”表示两者之间的最大值,
 

“∧”表示两者之间的最小值.
定义3[5] 随机向量X=(X1,

 

X2,
 

…,
 

Xn)为负超可加相依(NSD),
 

如果满足

Eϕ(X1,
 

X2,
 

…,
 

Xn)≤Eϕ(Y1,
 

Y2,
 

…,
 

Yn)
其中ϕ(·)是超可加函数,

 

Y1,Y2,…,Yn 相互独立,
 

且对任意的i,
 

Xi 和Yi 同分布.

1 相关引理

引理1[5] 设X1,X2,…,Xn 是 NSD随机变量序列,
 

f1,f2,…,fn 均为非降的函数,
 

则随机变量
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f1(X1),f2(X2),…,fn(Xn)仍是NSD随机变量序列.

引理2[7] 设{Xn,
 

n≥1}是NSD随机变量序列,
 

EXn =0,
 

E|Xn|p <∞,
 

p≥2,
 

Sn =∑
n

i=1
 

aniXi,
 

则存在一个仅与p 和ρ(􀳱)有关的正常数C=C(p,
 

ρ(􀳱)),
 

有

Emax
1≤m≤n

 |Sm|p ≤
 

C
 

exp C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i)  nmax
1≤m≤n

 
E|Xm|2  

p
2  +

nexp C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ
2
p(2i)  max1≤m≤n

 
E|Xm|p  

2 主要结果及证明

定理1 设{Xi,
 

i≥1}为NSD随机变量序列,
 

EXi=0,
 

Sn =∑
n

i=1
 

aniXi.
 

对于1<P≤2,
 

存在S∈

1
P
,

 

1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

有

sup
i≥1

 
E|Xi|p < ∞ (1)

对于P >2,
 

存在S∈
1
2
,

 

1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

使得

max
1≤i≤n

 |ani|=O(n-s) (2)

则对 ∀ε>0,

∑
∞

n=1
 

n-1P(max
1≤j≤n

 |Sj|>ε)< ∞ (3)

  证  分以下两种情况讨论.

􀃠
 

对于1<P ≤2与S 必存在S0 ∈
1
P
,

 

S 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

使得

S(n)
j =∑

j

i=1
 

(aniX
(n)
i -aniEX(n)

i )   i=1,2,…,n

其中X(n)
i ≜XiI

(|xi|≤n
s0)
,

 

则对 ∀ε>0,

P(max
1≤j≤n

 |Sj|>ε)≤
 

P(max
1≤j≤n

 |Xj|>n
s0)+P(max

1≤j≤n
 |Sj

n|>ε)-

P(max
1≤j≤n

 |∑
j

i=1
 

aniX
(n)
i |) (4)

由EXi=0,
 

(1)及(2)式可得

max
1≤j≤n

 |∑
j

i=1
 

aniEX(n)
i |≤∑

n

i=1
 

|aniEXiI(Xi)>n
s0|≪n

1-s+s0(1-p)→0 (5)

因此当n 充分大时,
 

由(4)及(5)式知

P(max
1≤j≤n

 |Sj|>ε)<∑
n

j=1
 

P(|Xj|>n
s0)+P max

1≤j≤n
 |S(n)

j |>
ε
2  

即证以下(6),(7)式成立.

I=:
 

∑
∞

n=1
 

n-1∑
n

j=1
 

P(|Xj|>n
s0)< ∞ (6)

II=:
 

∑
∞

n=1
 

n-1P(max
1≤j≤n

 |S(n)
j |>

ε
2
)< ∞ (7)

由(1)式得

I≤∑
∞

n=1
 

max
1≤j≤n

 

E|Xj|p

n
s0p

≪∑
∞

n=1
 

n
-s0p < ∞ (8)
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由引理2知

II≪∑
∞

n=1
 

n-1Emax
1≤j≤n

 |S(n)
j |q ≪

 

∑
∞

n=1
 

n-1 exp((C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i))(nmax
1≤j≤n

 
E|aniX

(n)
j |2)

q
2 +

nexp(C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ
2
q(2i))max

1≤j≤n
 
E|aniX

(n)
j |q =:

 

II1+II2 (9)

当i→ ∞ 时,
 

ρ(2i)→0,
 

故存在n0 >1,
 

i>n0 时,
 

有

ρ(2i)≤
s-s0

C
则对 ∀n≥1,

exp(C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i))=exp(C∑
n0

i=0
 

ρ(2i))·exp(C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i))≪n
s-s0 (10)

令q=2,
 

则

II1=∑
∞

n=1
 

n-1exp(C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i))nmax
1≤j≤n

 
E|aniX

(n)
j |2 ≤

 

∑
∞

n=1
 

n
s-s0max

1≤j≤n
 
E|aniX

(n)
j |2I(|Xj|≤n

s0)≪
 

∑
∞

n=1
 

n
-2s+s+s0+(2-p)s0max

1≤j≤n
 
E|Xj|pI(|Xj|≤n

s0)≪
 

∑
∞

n=1
 

n
-ps0-(s-s0)< ∞

II2=∑
∞

n=1
 

exp(C∑
[log

 

n]

i=0
 

ρ(2i))max
1≤j≤n

 
E|aniX

(n)
j |2 ≤

 

∑
∞

n=1
 

n
s-s0max

1≤j≤n
 
E|aniX

(n)
j |2I(|Xj|≤n

s0)≪
 

∑
∞

n=1
 

n
-2s+s+s0+(2-p)s0max

1≤j≤n
 
E|Xj|pI(|Xj|≤n

s0)≪
 

∑
∞

n=1
 

n
-ps0-(s-s0)< ∞ (11)

将(11)式代入(9)式得II< ∞,
 

故(3)式完全成立.

􀃡
 

对于p>2,
 

对于情况 􀃡 中的s,
 

存在s0∈
1
2
,

 

s  , 

可得ps0>1.
 

由 􀃠 的证明可得(3)式成立.
 

结合 􀃠 和 􀃡 两种情况,
 

可得定理1成立.
 

证毕.
由(3)式可推得lim

n→∞
 
Sn =0

 

a.s.,
 

故由定理1
 

可推出文献[5]
 

中的定理1.

推论1 设{Xi,
 

i≥1}为NSD随机变量序列,
 

EXi=0,
 

Sn =∑
n

i=1
 

aniXi,
 

且sup
i≥1

 
E|Xi|p < ∞ 对于

p>2.
 

若s∈ (
1
2
,

 

1],
 

使得max
1≤i≤n

 |ani|=O(n-s),
 

则

lim
n→∞

 
Sn =0,

 

a.s.

  证  由(3)式,
 

可得lim
n→∞

 
Sn =0

 

a.s.,
 

故从定理1可得推论1
 

成立.

注1 由推论1可得文献[5]中的推论,
 

即推论1对比文献[5]放宽了对加权系数ani 的限制.

定理2 设{Xi,
 

i≥1}为NSD随机变量序列,
 

EXi=0,
 

Sn =∑
n

i=1
 

aniXi,
 

若存在bi ≥0,
 

使
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∑
∞

i=1
 

P(|Xi|≥bi)< ∞   ∑
∞

i=1
 

aniE(XiI(|Xi|≥bi))→0   n→ ∞

若存在s1 ∈
1
r +

1
2
,

 

1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

s2 >2对于r>2,
 

有

max
1≤i≤n

 

{|ani|2EXi
2I(|Xi|<bi)}

r
2 =O(n

-s1)

max
1≤i≤n

 

{|ani|rEXrI(|Xi|<bi)}=O(n
-s2)

则对 ∀ε>0,

∑
∞

n=1
 

P(|Sn|>ε)< ∞

  证  ∀i≥1,
 

令X(n)
i =XiI(|Xi|<bi),

 

S(n)
j =∑

j

i=1
 

(aniX
(n)
i -aniEX(n)

i ).
 

则类似于定理1的证明可

得定理2的证明.

推论2 设{Xi,
 

i≥1}为NSD随机变量序列,
 

EXi=0,
 

Sn=∑
n

i=1
 

aniXi,
 

且sup
i≥1

 
EXi<∞,

 

r>2,
 

若

存在s∈
1
r +

1
2
,

 

1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

使得

max
1≤i≤n

 |ani|=O(n-s)

则对 ∀ε>0,
 

有

∑
∞

n=1
 

P(|Sn|>ε)< ∞

  证  在定理2中取bi=is,
 

易得定理2的条件满足,
 

结合定理2的证明即得推论2成立.

3 线性回归模型中的应用

yi=xi1β1+xi2β2+…+xipβp +ei   i=1,2,…,n (12)

其中{xij}为已知的设计点列,
 

Λ=(β1,
 

…,
 

βn)T 为未知的回归系数向量,
 

ei 为随机误差,
 

记β的最小二乘

估计Λ
∧

n =(β
∧
n1,

 

…,
 

β
∧T
np).

 

则由文献[8]
 

知

β
∧
nj -βj =

∑
n

i=1
 

a(j)
niei

A(j)
n

   j=1,2,…,p (13)

其中A(j)
n =∑

n

i=1
 

(a(i)
ni )2=

1
V(n)

jj

,
 

(V(n)
ij )p×p =(XT

nXn)-1,
 

Xn =(xij)n×p.

于是,
 

对固定的j∈{1,
 

2,
 

…,
 

p},
 

令ank=
a(j)

nk

A(j)
n

,
 

k=1,2,…,n.
 

则由定理2
 

及(13)
 

式得以下定理3.

定理3 设(12)式中随机误差{ei,
 

i≥1}为NSD随机变量序列,
 

满足Eei=0.
 

若存在bi ≥0,
 

使

∑
∞

n=1
 

P(max
1≤i≤n

 |ei|≥bi)< ∞

1
A(j)

n
∑
n

i=1
 

ani
jE(eiI(|ei|≥bi))→0   n→ ∞

对于r≥2,
 

若存在s1(s1 >
r
2+1),

 

s2(s2 >2),
 

使得

(A(j)
n )-rmax

1≤i≤n
 

{|ani
j|2Eei

2(|ei|<bi)}
r
2 =O(n

-s1)

(A(j)
n )-rmax

1≤i≤n
 

{|ani
j|rEei

r(|ei|<bi)}
r
2 =O(n

-s2)
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则对于有j=1,2,…,p 有lim
n→∞

 β
∧
nj =βj,

 

a.s..

2)
 

非参数回归模型中的应用

设p 是一个正整数,
 

A 是Rp 中一个紧集,
 

考虑以下回归模型

Y(n)
i =g(X(n)

i )+ε(n)
i    i=1,2,…,n (14)

其中X(n)
1 ,

 

…,
 

X(n)
n ∈A 为已知的非随机设计点列,

 

g为未知的实函数,
 

ε(n)
1 ,…,ε

(n)
n 为均值为0

 

的随机向

量.
 

取g(x)的权函数估计为

gn(x)=∑
n

i=1
 

Wni(x)Y
(n)
i    x∈A ⊂Rp (15)

下面给出gn(x)在NSD序列下的强相合性,
 

现作如下基本假设

􀃠
 

lim
n→∞

 ∑
n

i=1
 

Wni(x)=1;

􀃡
 

∑
n

i=1
 

|Wni(x)|≤C < ∞;

􀃢
 

lim
n→∞

 |∑
n

i=1
 

Wni(x)(g(xi)-g(x))I(|x(n)
i -x|>a)|=0,

 

∀a>0.

定理4 设模型(14)基本条件 􀃠,􀃡 和 􀃢 成立,
 

{ε(n)
i ,

 

i≥1}为NSD
 

随机变量序列,
 

且当r>2时,

sup
1≤i≤n,

 

n≥1
 
E|ε(n)

i |r < ∞ (16)

若存在某个正数s∈
1
2
,

 

1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

使

max
1≤i≤n

 |Wni(x)|=O(n-s) (17)

则 ∀x ∈c(g),
 

其中c(g)为g 的连续点集,
 

有

lim
n→∞

 gn(x)=g(x),
 

a.s. (18)

  证  由于

|gn(x)-g(x)|≤|gn(x)-Egn(x)|+|Egn(x)-g(x)|
由文献[13]引理3知

lim
n→∞

 
Egn(x)=g(x)   ∀x∈c(g)

由于

gn(x)-Egn(x)=∑
n

i=1
 

Wni(x)ε
(n)
i

再由推论2知

lim
n→∞

 |gn(x)-Egn(x)|=0
 

a.s.

因此(18)
 

式得证.
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Complete
 

Convergence
 

for
 

the
 

Weighted
 

Sums
 

of
 

NSD
 

Sequences
 

and
 

Its
 

Application

CAI Ting, HU
 

Hong-chang
College

 

of
 

Mathematics
 

and
 

Statistics,
 

Hubei
 

Normal
 

University,
 

Huangshi
 

Hubei
 

435002,
 

China

Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

investigate
 

some
 

limit
 

theorems
 

for
 

weighted
 

sums
 

of
 

sequences
 

of
 

NSD
 

ran-
dom

 

variables.
 

By
 

using
 

the
 

truncation
 

technique
 

and
 

the
 

properties
 

of
 

sequences
 

of
 

NSD
 

random
 

varia-
bles,

 

we
 

obtain
 

the
 

complete
 

convergence
 

for
 

weighted
 

sums
 

of
 

sequences
 

of
 

NSD
 

random
 

variables.
 

Ap-
plying

 

these
 

results
 

to
 

the
 

linear
 

regression
 

model
 

containing
 

the
 

least
 

square
 

estimation
 

of
 

parameter
 

β,
 

and
 

to
 

the
 

estimation
 

of
 

the
 

nonparametric
 

regression
 

model
 

of
 

the
 

weight
 

function
 

about
 

g,
 

we
 

obtain
 

their
 

strong
 

consistency.
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