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摘要:在完备的锥b-度量空间中,
 

利用迭代法讨论了广义c1-距离下扩张映射的不动点存在性问题.
 

对于满足不同

条件的扩张映射,
 

在分别不要求锥的正规性及映射的连续性的条件下,
 

得到了扩张映射的不动点定理,
 

并通过缩减

扩张映射的系数,
 

得到了几个推论.
 

所得结果改进和推广了已有的一些重要结论.
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非线性算子的不动点问题是非线性泛函分析中的重要研究方向,
 

而且不动点理论在非线性积分方程和

微分方程中也有广泛的应用.
 

文献[1]通过用Banach空间代替实数空间,
 

推广了度量空间,
 

引入了锥度量

空间的概念.
 

此后,
 

越来越多的学者在此空间中研究单个自映射的不动点和多个自映射的公共不动点问

题,
 

得到了很多不动点定理[2-5].
 

文献[6-8]证明了赋值巴拿赫代数的锥度量空间中的不动点定理,
 

使得不

动点问题的研究得到了进一步的发展.
随后,

 

文献[9]推广了锥度量空间和b-度量空间,
 

引入了锥b-度量空间的概念.
 

很多学者开始在该空

间中研究不动点的存在性及唯一性问题.
 

文献[10-11]证明了锥b-度量空间中的不动点定理,
 

文献[12]研

究了具有Banach代数的锥b-度量空间中的各种不动点定理.
 

关于广义度量空间中的更多不动点定理可参

看文献[13-16].
 

本文在完备的锥b-度量空间中,
 

通过去除锥的正规性及映射的连续性,
 

得到了扩张映射的

几个新不动点定理.

1 预备知识

定义1[1] 设E 是实Banach空间,
 

θ是E 中的零元,
 

P 是E 的非空凸闭集,
 

若满足:
(a)

 

{θ,
 

e}⊂P;
(b)

 

αP+βP ⊂P,
 

α,β≥0;
(c)

 

P2=P·P ⊂P;
(d)

 

P ∩ {-P}={θ}.
则称P 是E 中的锥.

 

对于锥P⊂E,
 

定义半序≤如下:
 

x≤y当且仅当y-x∈P;
 

x<y表示x≤y且

x≠y;
 

而x≪y 表示y-x∈int
 

P,
 

其中int
 

P 表示P 的内部.
 

如果存在常数K >0,
 

使得θ≤x≤y
时,

 

有‖x‖≤K‖y‖成立,
 

则称P 为正规锥.
 

称满足‖x‖≤K‖y‖的最小常数K 为P 的正规常数.
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若int
 

P ≠Ø,
 

则称P 为体锥.
定义2[9] 设X 是非空集合,

 

E 是实Banach空间,
 

s≥1为给定的实数.
 

若映射d:
 

X×X →E
满足:

(a)
 

对任意的x,y∈X,
 

d(x,
 

y)≥θ,
 

且d(x,
 

y)=θ当且仅当x=y;
(b)

 

任意的x,y∈X,
 

d(x,
 

y)=d(y,
 

x);
(c)

 

任意的x,y,z∈X,
 

d(x,
 

y)≤s(d(x,
 

z)+d(z,
 

y)).
则称d 为X 上的锥b-度量,

 

称(X,
 

d)为锥b-度量空间.
定义3[9] 设(X,

 

d)是锥b-度量空间,
 

{xn}为X 中的序列,
 

x∈X.
 

则:
(a)

 

若对任意θ≪c,
 

存在正整数n0,
 

使得d(xn,
 

x)≪c对任意n>n0 成立,
 

则称{xn}收敛于x,
 

记

为lim
n→∞

 
xn =x 或xn →x(n→ ∞);

(b)
 

若对任意θ≪c,
 

存在正整数n0,
 

使得d(xn,
 

xm)≪c对任意n,m>n0成立,
 

则称{xn}为Cauchy
列;

(c)
 

若X 中任意Cauchy列都是收敛序列,
 

则称X 是完备的锥b-度量空间.
定义4[3] 设(X,

 

d)是锥度量空间,
 

若映射q:
 

X ×X →E 满足下列条件:
(a)

 

对任意的x,y∈X,
 

q(x,
 

y)≥θ;
(b)

 

对任意的x,y,z∈X,
 

q(x,
 

y)≤q(x,
 

z)+q(z,
 

y);
(c)

 

对任意的x∈X,
 

若存在u=ux ∈P 使得q(x,
 

yn)≤u,
 

且序列{yn}收敛于y,
 

y∈X,
 

则d(x,
 

y)≤u;
(d)

 

对任意的c∈E,
 

且c≫θ,
 

存在e∈E,
 

且e≫θ,
 

使得当q(z,
 

x)≪e,
 

q(z,
 

y)≪e时,
 

有d(x,
 

y)≪c.
则称q为X 上的c-距离.

下面给出锥b-度量空间中广义c-距离的定义:
定义5[11] 设(X,

 

d)是锥b-度量空间,
 

s≥1为给定的实数.
 

若映射q:
 

X×X →E 满足下列条件:
(a)

 

对任意的x,y∈X,
 

q(x,
 

y)≥θ;
(b)

 

对任意的x,y,z∈X,
 

q(x,
 

z)≤s(q(x,
 

y)+q(y,
 

z));
(c)

 

对任意的x∈X,
 

若存在u=ux ∈P 使得q(x,
 

yn)≤u,
 

且序列{yn}收敛于y,
 

y∈X,
 

则d(x,
 

y)≤su;
(d)

 

对任意的c∈E,
 

且c≫θ,
 

存在e∈E,
 

且e≫θ,
 

使得当q(z,
 

x)≪e,
 

q(z,
 

y)≪e时,
 

有d(x,
 

y)≪c.
则称q为X 上的广义c1-距离.

引理1[11] 设(X,
 

d)是锥b-度量空间,
 

q为X 上广义的c1-距离,
 

{xn},{yn}是X 中的序列,
 

x,y,

z∈X,
 

{un}是锥P 中收敛到θ的序列,
 

则下列结论成立:


 

若q(xn,
 

y)≤un,
 

且q(xn,
 

z)≤un,
 

则y=z;


 

若q(xn,
 

yn)≤un,
 

且q(xn,
 

z)≤un,
 

则{yn}收敛到一点z∈X;


 

若对任意的m >n,
 

有q(xn,
 

xm)≤un,
 

则{xn}是X 中的Cauchy列;


 

若q(y,
 

xn)≤un,
 

则{xn}是X 中的Cauchy列.
引理2[11] 在锥b-度量空间中,

 

收敛序列的极限是唯一的.
注1 由于当q(x,

 

y)=θ时,
 

不一定成立x=y,
 

故本文的所有定理及其推论只对不动点的存在性给

予证明,
 

对不动点的唯一性没有证明.

2 主要结果及其证明

定理1 设(X,
 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q为X 上广义的c1-距离,
 

s≥1,
 

P 是E 中的锥.
 

假设连

续映射f:
 

X →X 是满射且对任意的x,y∈X,
 

有
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q(f(x),
 

f(y))≥λ1q(x,
 

y)+λ2q(f(x),
 

x)+λ3q(f(y),
 

y) (1)

其中λ1,λ2,λ3 是非负实数且不全同时为0,
 1
s
(λ1+λ3)+λ2 >1.

 

则f 在X 中存在不动点.

证  取定x0∈X,
 

因为f 是满射,
 

故存在x1∈X,
 

使得x0=f(x1).
 

依次进行这个过程,
 

可定义序

列{xn}为:
 

xn =f(xn+1)(n=0,1,2,…).
若xn-1=xn,

 

则有xn-1=f(xn)=xn,
 

故xn 是f 的不动点.
设对任意的n≥1,

 

xn-1 ≠xn.
 

则由(1)式有

q(xn-1,
 

xn)=q(f(xn),
 

f(xn+1))≥λ1q(xn,
 

xn+1)+λ2q(f(xn),
 

xn)+λ3q(f(xn+1),
 

xn+1)=
λ1q(xn,

 

xn+1)+λ2q(xn-1,
 

xn)+λ3q(xn,
 

xn+1)
则有

q(xn,
 

xn+1)≤
(1-λ2)
λ1+λ3q

(xn-1,
 

xn)

类似地,
 

有

q(xn-1,
 

xn)≤
(1-λ2)
λ1+λ3q

(xn-2,
 

xn-1)

令k=
1-λ2
λ1+λ3

,
 

因1
s
(λ1+λ3)+λ2 >1,

 

故k∈ 0,
 1
s  .

依次进行上述过程,
 

可以得到

q(xn,
 

xn+1)≤kq(xn-1,
 

xn)≤k2q(xn-2,
 

xn-1)≤ … ≤knq(x0,
 

x1)
则对任意的m >n≥1,

 

有

q(xm,
 

xn)≤s(q(xn,
 

xn+1)+q(xn+1,
 

xm))≤
sq(xn,

 

xn+1)+s2q(xn+1,
 

xn+2)+s2q(xn+2,
 

xm)≤
sq(xn,

 

xn+1)+s2q(xn+1,
 

xn+2)+s3q(xn+2,
 

xn+3)+s3q(xn+3,
 

xm)≤
sq(xn,

 

xn+1)+s2q(xn+1,
 

xn+2)+s3q(xn+2,
 

xn+3)+…+sm-nq(xm-1,
 

xm)≤
(skn +s2kn+1+…+sm-nkm-1)q(x0,

 

x1)≤
skn

1-skq
(x0,

 

x1)

因为

sk=
s(1-λ2)
λ1+λ3

∈ (0,
 

1)

k=
1-λ2
λ1+λ3

∈ 0,
 1
s  

s≥1
故由引理1可知,

 

{xn}是(X,
 

d)中的Cauchy列.
 

由(X,
 

d)的完备性知,
 

存在x* ∈X,
 

使得xn →
x*(n→ ∞).

又因映射f 是连续的,
 

则有

lim
n→∞

 f(xn)=f(lim
n→∞

 
xn)=f(x*)

即xn-1 →f(x*).
 

则由引理2收敛序列的极限唯一性得f(x*)=x*.
 

故x* 是f 的不动点.
推论1 设(X,

 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q是X 上广义的c1-距离,
 

s≥1.
 

若连续映射f:
 

X →X
是满射,

 

且对任意的x,y∈X,
 

有

q(f(x),
 

f(y))≥λ1q(x,
 

y)+λ2q(f(x),
 

x) (2)

其中λ1,λ2 >0,
 1
sλ1+λ2 >1,

 

且λ2 <1.
 

则f 在X 中存在不动点.

证  令定理1中的λ3=0,
 

即证.
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推论2 设(X,
 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q是X 上广义的c1-距离,
 

s≥1.
 

若连续映射f:
 

X →X
是满射,

 

且对任意的x,y∈X,
 

有

q(f(x),
 

f(y))≥λ1q(x,
 

y) (3)
其中λ1 >s.

 

则f 在X 中存在不动点.
证  令定理1中的λ2=λ3=0,

 

即证.
定理2 设(X,

 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q是X 上广义的c1-距离,
 

s≥1,
 

P 是E 中的正规锥,
 

K
是其正规常数.

 

设映射f:
 

X →X 是满射,
 

α,β,γ 是X 上的非负实值函数,
  

满足以下条件:


 

对任意的x∈X,
 

α(x)≥α(f(x)),
 

β(x)≥β(f(x)),
 

γ(x)≥γ(f(x))且α(x)+γ(x)+
sβ(x)>s,

 

β(x)<1;


 

对任意的x,y∈X,
 

有

q(f(x),
 

f(y))≥α(x)q(x,
 

y)+β(x)q(f(x),
 

x)+γ(x)q(f(y),
 

y) (4)

  
 

对任意的y∈X,
 

当f(y)≠y 时,
 

0<inf{‖q(x,
 

y)‖+‖q(f(x),
 

x)‖:
 

x∈X}.
则f 有不动点x* ∈X.

 

并且迭代序列{f(xn)}收敛到不动点x*.
证  对任意的x0∈X,

 

因为f 是满射,
 

则存在x1∈X,
 

使得x0=f(x1);
 

存在x2∈X,
 

使得x1=
f(x2).

 

依次进行此过程,
 

可定义序列{xn}:
 

xn =f(xn+1)(n=0,1,2,…).
不失一般性,

 

设对任意的n≥1,
 

xn-1 ≠xn.
 

则由(4)式有

q(xn-1,
 

xn)=q(f(xn),
 

f(xn+1))≥α(xn)q(xn,
 

xn+1)+β(xn)q(f(xn),
 

xn)+γ(xn)q(f(xn+1),
 

xn+1)=
α(xn)q(xn,

 

xn+1)+β(xn)q(xn-1,
 

xn)+γ(xn)q(xn,
 

xn+1)≥
α(f(xn))q(xn,

 

xn+1)+β(f(xn))q(xn-1,
 

xn)+γ(f(xn))q(xn,
 

xn+1)=
α(xn-1)q(xn,

 

xn+1)+β(xn-1)q(xn-1,
 

xn)+γ(xn-1)q(xn,
 

xn+1)≥
α(f(xn-1))q(xn,

 

xn+1)+β(f(xn-1))q(xn-1,
 

xn)+γ(f(xn-1))q(xn,
 

xn+1)=
α(xn-2)q(xn,

 

xn+1)+β(xn-2)q(xn-1,
 

xn)+γ(xn-2)q(xn,
 

xn+1)≥ … ≥
α(x0)q(xn,

 

xn+1)+β(x0)q(xn-1,
 

xn)+γ(x0)q(xn,
 

xn+1)
从而

q(xn,
 

xn+1)≤
1-β(x0)

α(x0)+γ(x0)
q(xn-1,

 

xn)

令

h=
1-β(x0)

α(x0)+γ(x0)
因

β(x0)<1
α(x0)+γ(x0)+sβ(x0)>s

则h∈ 0,
 1
s  .

综上所述,
 

有

q(xn,
 

xn+1)≤hq(xn-1,
 

xn)≤h2q(xn-2,
 

xn-1)≤ … ≤hnq(x0,
 

x1)
则对任意的m >n≥1,

 

有

q(xm,
 

xn)≤s(q(xn,
 

xn+1)+q(xn+1,
 

xm))≤
sq(xn,

 

xn+1)+s2q(xn+1,
 

xn+2)+s2q(xn+2,
 

xm)≤
sq(xn,

 

xn+1)+s2q(xn+1,
 

xn+2)+s3q(xn+2,
 

xn+3)+…+sm-nq(xm-1,
 

xm)≤
(shn +s2hn+1+…+sm-nhm-1)q(x0,

 

x1)≤
shn

1-shq
(x0,

 

x1) (5)

因
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sh=
s(1-β(x0))
α(x0)+γ(x0)

∈ (0,
 

1)

且h∈ 0,
 1
s  , shn

1-sh→θ,
 

则由引理1可知,
 

{xn}是X 中的Cauchy列.
 

由X 的完备性知,
 

存在x* ∈X,
 

使得xn →x*(n→ ∞).
根据(5)式及定义3中的(c),

 

有

q(xn,
 

x*)≤
s2hn

1-shq
(x0,

 

x1)

由P 的正规性得

‖q(xn,
 

x*)‖ ≤
Ks2hn

1-sh‖q
(x0,

 

x1)‖ (6)

而对任意的m >n≥1,
 

有

‖q(xn,
 

xm)‖ ≤
Kshn

1-sh‖q
(x0,

 

x1)‖ (7)

若f(x*)≠x*,
 

则在(6),(7)式中令m=n+1,
 

有

0<inf{‖q(x,
 

x*)‖+‖q(f(x),
 

x)‖:
 

x∈X}≤
inf{‖q(xn+1,

 

x*)‖+‖q(f(xn+1),
 

xn+1)‖:
 

n≥1}=
inf{‖q(xn+1,

 

x*)‖+‖q(xn,
 

xn+1)‖:
 

n≥1}≤

infKs2hn+1

1-sh ‖q(x0,
 

x1)‖+
Kshn

1-sh‖q
(x0,

 

x1)‖:
 

n≥1  =0
矛盾.

 

则f(x*)=x*,
 

即x* 是f 在X 中的不动点.
推论3[11] 设(X,

 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q是X 上广义的c1-距离,
 

s≥1,
 

P 是E 中的正规锥,
 

K 是其正规常数.
 

设映射f:
 

X →X 是满射,
 

映射k:
 

X →(s,
 

+∞),
 

满足以下条件:


 

对任意的x∈X,
 

k(x)≥k(f(x));


 

对任意的x,y∈X,
 

q(f(x),
 

f(y))≥k(x)q(x,
 

y);


 

对任意的y∈X,
 

当f(y)≠y 时,
 

0<inf{‖q(x,
 

y)‖+‖q(f(x),
 

x)‖:
 

x∈X}.
则f 有不动点x* ∈X,

 

且迭代序列{f(xn)}收敛于不动点.
推论4 设(X,

 

d)是完备的锥b-度量空间,
 

q是X 上广义的c1-距离,
 

s≥1.
 

设映射f:
 

X →X 是

满射,
 

且满足以下条件:


 

对任意的x,y∈X,
 

存在常数α,β,γ,
 

满足α+γ+sβ>s且β<1,
 

使得

q(f(x),
 

f(y))≥αq(x,
 

y)+βq(f(x),
 

x)+γq(f(y),
 

y)

  
 

对任意的y∈X,
 

当f(y)≠y 时,
 

0<inf{‖q(x,
 

y)‖+‖q(f(x),
 

x)‖:
 

x∈X}.
则f 有不动点x* ∈X.

 

且迭代序列{f(xn)}收敛于不动点.
注2 定理1及其推论1和推论2去掉了锥的正规性,

 

而定理2及其两个推论去掉了映射的连续性,
 

并

且扩张映射的系数也由1个增加到3个.
 

本文的结论推广了文献[11]中的结果,
 

使得锥b-度量空间中的扩

张映射更具一般性.
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Some
 

New
 

Fixed
 

Point
 

Theorems
 

Under
 

Generalized
 

c1-Distance
 

of
 

Expanding
 

Mappings
 

in
 

Cone
 

b-Metric
 

Spaces

ZHANG Yu, XUE
 

Xi-feng
School

 

of
 

Mathematics,
 

Northwest
 

University,
 

Xian
 

710127,
 

China

Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

existence
 

of
 

fixed
 

point
 

of
 

expanding
 

mappings
 

in
 

a
 

complete
 

cone
 

b-metric
 

space
 

under
 

generalized
 

c1-distance
 

by
 

establishing
 

iterative
 

sequence
 

is
 

discussed.
 

For
 

expanding
 

mappings
 

satisfying
 

different
 

conditions,
 

the
 

fixed
 

point
 

theorems
 

of
 

expanding
 

mappings
 

without
 

requiring
 

the
 

nor-
mality

 

of
 

cone
 

and
 

the
 

continuity
 

of
 

mappings
 

respectively
 

are
 

proved
 

and
 

relevant
 

inferences
 

are
 

achieved
 

by
 

simplifying
 

the
 

coefficients
 

of
 

the
 

mappings.
 

These
 

results
 

improve
 

and
 

generalize
 

some
 

well-known
 

comparable
 

results.
Key

 

words:
 

cone
 

b-metric
 

space;
 

generalized
 

c1-distance;
 

expanding
 

mapping;
 

fixed
 

point
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