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摘要:求解不同阶对称张量组的特征值和特征向量问题在超图匹配中具有重要的作用.
 

首先,
 

基于求解对称张量

Z-特征值的带位移高阶幂法(SS-HOPM),
 

利用系数张量组构造一个带位移因子的辅助函数,
 

将求解不同阶对称张

量组的特征值问题转化为求解辅助函数的极值点问题,
 

提出了求解不同阶对称张量组特征值和特征向量的带位移

高阶幂法.
 

其次,
 

利用凸函数的性质和单调有界原理,
 

讨论了辅助函数的性质,
 

确定了位移因子的取值范围,
 

使得

所给算法是收敛的.
 

最后,
 

通过数值算例对理论结果进行了验证,
 

数值结果表明所提出的算法是有效的,
 

并且该算

法也能有效求出不同阶对称非半正定张量组的特征值和特征向量.
关 键 词:不同阶对称张量组;

 

特征值;
 

特征向量;
 

带位移高阶幂法
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设A 是一个m 阶n 维的实张量,
 

即

A=(ai1i2…im
)   ai1i2…im ∈R,

 

ij ∈ [n],
 

j∈ [m]

其中[n]={1,
 

2,
 

…,
 

n},
 

[m]={1,
 

2,
 

…,
 

m}.
 

记R[m,n]为m 阶n 维实张量的全体构成的集合.
设Πm 是由指标{1,

 

2,
 

…,
 

m}的所有置换构成的集合.
 

如果对Πm 中的任意置换π,
 

有

aiπ(1)iπ(2)…iπ(m)=ai1i2…im

则称A 为对称张量[1].
近年来,

 

关于张量的研究受到了广泛的关注[2-10].
 

由于张量Z-特征值在图匹配[11]、
 

数据挖掘[12-13]和目

标跟踪[14]等许多实际问题中有着重要应用,
 

张量Z-特征值问题逐渐成为张量谱理论研究的热点问题.
 

下

面给出张量Z-特征值的定义.
定义1[1] 设A∈R[m,n]是实对称张量,

 

如果存在λ∈R和非零向量x=(x1,
 

…,
 

xn)T ∈Rn,
 

使得

Axm-1=λx   xTx=1
则称λ为A 的一个Z-特征值,

 

x 为与λ相对应的Z-特征向量,
 

称(λ,
 

x)为A 的一个Z-特征对,
 

其中n维

向量Axm-1 的第i个分量为

(Axm-1)i= ∑
i2,…,im∈[n]

 

aii2…imxi2
…xim   i∈ [n]
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文献[15]在研究基于张量算法的高阶图匹配时提出了包含边和超边的匹配模型,
 

该模型可导出如下不同阶

对称张量组特征值问题:

定义2 设Ai ∈R[i,n]是实对称张量,
 

i=2,3,
 

如果存在λ∈R和非零向量x ∈Rn,
 

使得

A3x2+A2x=λx   xTx=1 (1)

则称λ为不同阶对称张量组{Ai}3i=2的一个特征值,
 

x为与λ相对应的特征向量,
 

称(λ,
 

x)是不同阶对称张

量组{Ai}3i=2 的一个特征对.
本文讨论求解不同阶对称张量组特征值问题(1)的带位移高阶幂法,

 

并给出其收敛性分析.

1 求解不同阶对称张量组特征值问题的带位移高阶幂法

本节首先回顾求解对称张量Z-特征值的带位移高阶幂法,
 

随后给出求解不同阶对称张量组特征值的带

位移高阶幂法.
 

在此之前,
 

先给出一个记号.
 

设A ∈R[m,n],
 

x=(x1,
 

…,
 

xn)T ∈Rn,
 

记

Axm = ∑
i1,…,im∈[n]

 

ai1…imxi1
…xim

  文献[16]提出了如下求解对称张量Z-特征值的带位移高阶幂法(SS-HOPM):

算法1[16] 求解对称张量Z-特征值的带位移高阶幂法(SS-HOPM).
输入:

 

m 阶n 维对称张量A,
 

位移α∈R.
输出:

 

A 的Z-特征值λk+1.
初始化:

 

任取非零向量x0 ∈Rn,
 

使得‖x0‖2=1.
 

令λ0=Axm
0.

for
 

k=0,
 

1,
 

…,
 

do

  xk+1 ←Axm-1
k +αxk

  xk+1 ←xk+1/‖xk+1‖2
  λk+1=Axm

k+1

end
 

for
考虑(1)式,

 

显然有

λ=A3x3+A2x2

为了求λ,
 

构造辅助函数

f(x)=
1
3A3x3+

1
2A2x2+

1
3α
(xTx)

3
2 (2)

其中α∈R,
 

x ∈Ω={x ∈Rn:
 

xTx=1}.
 

由文献[16]的引理3.1知(2)式中f(x)的梯度为

�f(x)=A3x2+A2x+α(xTx)
1
2x

由x ∈Ω 知

�f(x)=A3x2+A2x+αx
  下面给出求解不同阶对称张量组特征值问题(1)的带位移高阶幂法:

算法2 求解不同阶对称张量组特征值的带位移高阶幂法.
输入:

 

张量A3,A2,
 

位移α,
 

允许误差ε.
输出:

 

{Ai}3i=2 的特征对(λk+1,
 

xk+1).

初始化:
 

任取非零向量x0 ∈Rn,
 

使得‖x0‖2=1.
 

令f(x0)=
1
3A3x3

0+
1
2A2x2

0+
1
3α.

for
 

k=0,
 

1,
 

…,
 

do
  xk+1 ←A3x2

k +A2xk +αxk

  xk+1 ←xk+1/‖xk+1‖2
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  f(xk+1)=
1
3A3x3

k+1+
1
2A2x2

k+1+
1
3α

  if
 

|f(xk+1)-f(xk)|<ε,
 

且‖xk+1-xk‖2 <ε
    break.
  end

 

if
end

 

for

2 收敛性分析

  本节讨论算法2的收敛性.
 

首先给出一些引理.
  引理1[16] 可微函数f(x):

 

Υ ⊆Rn →R是凸函数当且仅当Υ 是凸集,
 

且对任意x,y∈Υ 均有

f(y)≥f(x)+�f(x)T(y-x)

  引理2[16] 二阶可微函数f(x):
 

Υ⊆Rn →R是凸函数当且仅当Υ 是凸集,
 

且f(x)的Hessian矩阵

在Υ 上是半正定的,
 

即对任意x ∈Υ,
 

�2f(x)是半正定矩阵.
  定理1 设A3∈R[3,n]是对称张量,

 

A2∈R[2,n]是对称半正定矩阵,
 

ρ(A2)是A2 的谱半径,
 

Φ(A3)=
2max

x∈Ω
 ρ(A3x),

 

若α>Φ(A3)+ρ(A2),
 

则由算法2得到的序列{f(xk)}�k=0 是单调不减序列且有上界,
 

因

此该序列有极限f(x*),
 

即lim
k→�

 f(xk)=f(x*),
 

x*∈Ω.
 

进一步,
 

有

λ* =A3x3
* +A2x2

*

即(λ*,
 

x*)是不同阶对称张量组{A3,
 

A2}的特征对.
证  由文献[16]中引理3.3知,

 

f(x)的Hessian矩阵为

H(x)=�2f(x)=2A3x+A2+α(xTx)
1
2I+α(xTx)

-
1
2xxT

其中I表示单位矩阵.
 

对任意y∈Ω 和x
-

 

=
x
‖x‖2

∈Ω,
 

由

yTH(x)y=yT[2A3x+A2+α(xTx)
1
2I+α(xTx)

-
1
2xxT]y=

‖x‖2yT[2A3x
-

 

+α(x
-

 

Tx
-

 

)
1
2I+α(x

-
 

Tx
-

 

)-
1
2x

-
 

x
-

 

T]y+yTA2y=

‖x‖2[yT(2A3x
-

 

)y+yTαIy+yTαx
-

 

x
-

 

Ty]+yTA2y=

‖x‖2[yT(2A3x
-

 

)y+α+α(x
-

 

Ty)T(x
-

 

Ty)]+yTA2y≥

‖x‖2[yT(2A3x
-

 

)y+α+0]+0≥

‖x‖2(α-Φ(A3))≥0
知,

 

f(x)的Hessian矩阵 H(x)是半正定矩阵.
 

因此,
 

由引理2知f(x)是Rn 上的凸函数.

由α>Φ(A3)+ρ(A2)知,
 

对任意x∈Ω,
 

�f(x)≠0.
 

对xk,xk+1∈Ω 且xk+1=
�f(xk)

‖ �f(xk)‖2
,

 

由

引理1得

f(xk+1)-f(xk)=�f(xk)T(xk+1-xk)=

�f(xk)T
�f(xk)

‖ �f(xk)‖2
-xk  =

‖ �f(xk)‖2-�f(xk)Txk ≥

‖ �f(xk)‖2-‖ �f(xk)‖2‖xk‖2=0
故序列{f(xk)}�k=0 是单调不减的.

 

又由xk ∈Ω 和

|f(xk)|=
1
3A3x3

k +
1
2A2x2

k +
1
3α
(xT

kxk)
3
2 =
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1
3x

T
k(A3xk)xk +

1
2x

T
kA2xk +

1
3α ≤

1
3|ρ(A3xk)|+

1
2|ρ(A2)|+

1
3|α|≤

1
3maxx∈Ω

 ρ(A3x)+
1
2ρ
(A2)+

1
3|α|

知f(x)是有界函数.
 

因此序列{f(xk)}�k=0 有极限f(x*),
 

即有

lim
k→�

 f(xk)=f(x*)   x* ∈Ω

  因为x* 是f(x)的极值点,
 

所以�f(x*)=0.
 

因此x* 是不同阶对称张量组{A3,
 

A2}的特征向量,
 

λ* =A3x3
* +A2x2

* 是相应的特征值,
 

故(λ*,
 

x*)是一个特征对.

在下一节的数值试验中,
 

可以选取α=2 ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|+ρ(A2).
 

原因是 ∀y∈Ω,
 

由三角不等式有

|yT(A3x)y|≤ ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|   ρ(A3x)≤ ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|

所以

Φ(A3)≤2 ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|

这保证了α大于Φ(A3)+ρ(A2),
 

满足定理1中的收敛条件.
 

事实上,
 

选取适当的α可以使算法收敛得更快,
 

详见下一节的数值例子.

3 数值试验

本节给出3个数值算例验证算法2的有效性.
 

共作100次数值试验,
 

每次试验随机选取不同的初始向量

x0,
 

且元素服从[-1,
 

1]的均匀分布,
 

迭代终止的条件为ε=10-8或达到最大迭代步数4
 

000.
 

Occurrences
表示在进行的100次试验中求出特征值的次数,

 

Iter表示平均迭代次数.
例1 设A3=(aijk)∈R[3,

 

3]是对称张量,
 

A2=(bij)∈R[2,
 

3]是对称正定矩阵,
 

且

a111=-0.128
 

1 a112=0.051
 

6 a113=-0.095
 

4 a122=-0.195
 

8

a123=-0.179
 

0 a133=-0.267
 

6 a222=0.325
 

1 a223=0.251
 

3

a233=0.117
 

3 a333=0.033
 

8 b11=0.001
 

1 b12=0.000
 

4

b13=-0.000
 

5 b22=0.000
 

9 b23=0.000
 

6 b33=0.001
 

2
求解不同阶对称张量组{A3,

 

A2}的实特征对等价于求解非线性方程组

A3x2+A2x-λx=0

1-xTx=0 (3)

用 Mathematic软件中的NSolve命令求解方程组(3),
 

得到14个不同的实特征对,
 

见表1.
表1 例1

 

不同阶对称张量组{A3,
 

A2}的实特征对

λ xT λ xT

0.874
 

5 [-0.392
 

0 0.724
 

6 0.566
 

8] 0.000
 

3 [-0.296
 

0 -0.734
 

9 0.610
 

1]

0.431
 

4 [-0.718
 

8 -0.125
 

8 -0.683
 

7] -0.000
 

9 [-0.332
 

7 -0.634
 

3 0.697
 

8]

0.229
 

8 [-0.845
 

8  0.437
 

1 -0.305
 

9] -0.002
 

2 [-0.445
 

5 -0.772
 

7 0.452
 

2]

0.019
 

4 [0.714
 

9 0.507
 

7 -0.480
 

8] -0.016
 

6 [-0.711
 

4 -0.510
 

9 0.482
 

6]

0.004
 

3 [0.449
 

9 0.775
 

2 -0.443
 

5] -0.229
 

1 [0.843
 

4 -0.440
 

1 0.308
 

1]

0.002
 

8 [0.328
 

5 0.628
 

5 -0.705
 

0] -0.429
 

8 [0.718
 

7 0.123
 

2 0.684
 

4]

0.001
 

4 [0.285
 

4 0.737
 

0 -0.612
 

7] -0.871
 

5 [0.392
 

3 -0.725
 

2 -0.565
 

9]
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  下面验证算法2的有效性.
 

数值结果见表2.
表2 例1

 

算法2的数值结果

α Occurrences λ xT Iter

0 63 0.874
 

5 [-0.392
 

0 0.724
 

6 0.566
 

8] 16

37 0.431
 

4 [-0.718
 

8 -0.125
 

8 -0.683
 

7] 198

1 42 0.874
 

5 [-0.392
 

0  0.724
 

6 0.566
 

8] 31

28 0.431
 

4 [-0.718
 

8 -0.125
 

8 -0.683
 

7] 50

11 0.019
 

4 [0.714
 

9 0.507
 

7 -0.480
 

8] 108

19 0.000
 

3 [-0.296
 

0 -0.734
 

9 0.610
 

1] 147

9.357
 

7 38 0.874
 

5 [-0.392
 

0 0.724
 

6 0.566
 

8] 185

29 0.431
 

4 [-0.718
 

8 -0.125
 

8 -0.683
 

7] 334

21 0.019
 

4 [0.714
 

9 0.507
 

7 -0.480
 

8] 953

12 0.000
 

3 [-0.296
 

0 -0.734
 

9 0.610
 

1] 1
 

206

  由表2知,
 

在进行的100次数值试验中,
 

不带位移(α=0)的算法2计算出了表1中的两个特征值.
 

而

算法2在分别取α=1和α=2 ∑
i,j,k∈[3]

 

|aijk|+ρ(A2)=9.357
 

7时,
 

100次试验都能有效地找到14个特征值

中的4个.
例2 设A3=(aijk)∈R[3,

 

3]是对称张量,
 

A2=(bij)∈R[2,
 

3]是对称矩阵,
 

且

a111=0.399
 

1 a112=-0.597
 

6 a113=-0.581
 

9 a122=0.384
 

0

a123=0.415
 

1 a133=0.888
 

0 a222=-0.206
 

6 a223=-0.672
 

3

a233=-0.464
 

0 a333=0.004
 

5 b11=-0.155
 

6 b12=0.049
 

5

b13=0.197
 

9 b22=-0.457
 

4 b23=0.701
 

7 b33=-0.089
 

8

  用NSolve命令求解方程组(3),
 

得到不同阶对称张量组{A3,
 

A2}的8个不同的实特征对,
 

见表3.
表3 例2

 

不同阶对称张量组{A3,
 

A2}的实特征对

λ xT λ xT

2.750
 

1 [0.507
 

7 -0.571
 

1 -0.645
 

0] -0.994
 

2 [-0.183
 

3 0.566
 

6 -0.803
 

4]

0.785
 

9 [0.492
 

6 0.237
 

3 0.837
 

3] -1.291
 

8 [-0.495
 

8 -0.506
 

5 0.705
 

4]

0.120
 

1 [0.934
 

5 -0.127
 

0 0.332
 

5] -1.339
 

6 [-0.152
 

8 -0.818
 

3 0.554
 

1]

-0.853
 

3 [-0.448
 

8 0.762
 

8 -0.465
 

5] -2.653
 

1 [-0.689
 

3 0.469
 

2 0.552
 

0]

  下面验证算法2的有效性.
 

数值结果见表4.
表4 例2

 

算法2的数值结果

α Occurrences λ xT Iter

0 65 2.750
 

1 [0.507
 

7 -0.571
 

1 -0.645
 

0] 28

35 - - 4
 

000

3 56 2.750
 

1 [0.507
 

7 -0.571
 

1 -0.645
 

0] 34

44 0.785
 

9 [0.492
 

6 0.237
 

3  0.837
 

3] 29

28.735
 

6 63 2.750
 

1 [0.507
 

7 -0.571
 

1 -0.645
 

0] 228

37 0.785
 

9 [0.492
 

6 0.237
 

3  0.837
 

3] 241
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  由表4知,
 

在进行的100次数值试验中,
 

不带位移(α=0)的算法2仅有65次收敛到特征值λ=2.750
 

1,
 

其余35次在迭代到4
 

000步时计算不出特征值.
 

而算法2在分别取α=3和α=2∑
i,j,k∈[3]

 

|aijk|+ρ(A2)=

28.735
 

6时,
 

100次试验都能有效地找到8个特征值中最大的2个.
图匹配中的不同阶对称张量组大多是大型稀疏张量.

 

下面给出高维稀疏不同阶对称张量组的例子用以

检验算法2的有效性.
例3 设A3=(aijk)∈R[3,

 

100]和A2=(bij)∈R[2,
 

100]是随机生成的稀疏对称张量,
 

非零元的个数都

是150个,
 

其中每个元素服从[0,
 

1]的均匀分布.
 

由算法2得到的数值结果见表5.
表5 例3

 

算法2的数值结果

α Occurrences λ Iter

0 100 - 4
 

000

2 47 1.157
 

9 201

53 1.157
 

5 202

28.803
 

1 55 1.157
 

9 1
 

550

45 1.157
 

5 1
 

535

  由表5可见,
 

在进行的100次数值试验中,
 

不带位移(α=0)的算法2在迭代到4
 

000步时计算不出

特征值.
 

在算法2中分别取α=2和α=2 ∑
i,j,k∈[100]

 

|aijk|+ρ(A2)=28.803
 

1,
 

每次试验均有效地求出

特征值λ=1.157
 

9或λ=1.157
 

5,
 

且α=2时的迭代次数比α=28.803
 

1时的迭代次数少.
 

例3表

明,
 

算法2在高维情形下效果也较好.
以上数值例子表明,

 

带位移的算法2对任意对称张量A3和A2构成的不同阶对称张量组{A3,
 

A2}都是

有效的.
 

由文献[16]的引理4.1知2 ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|>Φ(A3).
 

取α=2 ∑
i,j,k∈[n]

 

|aijk|+ρ(A2),
 

算法2收敛,
 

此时的α远大于Φ(A3)+ρ(A2),
 

因此取适当的α,
 

算法2
 

计算得更快.
 

而且在100次试验中总能计算出不

同阶对称张量组{A3,
 

A2}的最大特征值.

4 结  论

本文给出了求解不同阶对称张量组{Ai}3i=2 特征对的带位移高阶幂法,
 

即算法2.
 

该算法通过构造辅助

函数f(x)将问题(1)中求特征向量问题转化为求辅助函数的极值点问题.
 

然后,
 

将此辅助函数f(x)的梯

度�f(x)作为迭代格式,
 

使得算法2收敛.
 

与不带位移(α=0)的算法相比,
 

带位移的算法2能更有效地求

出不同阶对称张量组{Ai}3i=2的实特征对.
 

但是α的选取对迭代次数影响很大,
 

如何选取最佳的α将是我们

下一步的研究工作.
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China

Abstract:
 

The
 

problem
 

of
 

computing
 

the
 

eigenvalues
 

and
 

eigenvectors
 

of
 

multiple
 

order
 

symmetric
 

tensors
 

plays
 

an
 

important
 

role
 

in
 

hyper-graph
 

matching.
 

Firstly,
 

based
 

on
 

the
 

shifted
 

symmetric
 

higher-order
 

power
 

method
 

(SS-HOPM),
 

we
 

use
 

the
 

coefficient
 

tensors
 

to
 

construct
 

an
 

auxiliary
 

function
 

with
 

a
 

shift
 

factor,
 

and
 

transform
 

the
 

problem
 

of
 

solving
 

the
 

eigenvalues
 

of
 

multiple
 

order
 

symmetric
 

tensors
 

into
 

one
 

of
 

solving
 

extreme
 

points
 

of
 

the
 

auxiliary
 

function.
 

Thus
 

we
 

propose
 

herein
 

a
 

shifted
 

symmetric
 

higher-or-
der

 

power
 

method
 

for
 

computing
 

eigenvalues
 

and
 

eigenvectors
 

of
 

multiple
 

order
 

symmetric
 

tensors.
 

Sec-
ondly,

 

we
 

utilize
 

the
 

properties
 

of
 

convex
 

functions
 

and
 

the
 

monotonic
 

bounded
 

principle
 

to
 

discuss
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

auxiliary
 

function
 

and
 

determine
 

the
 

range
 

of
 

the
 

shifted
 

factor,
 

which
 

makes
 

the
 

given
 

al-

gorithm
 

convergent.
 

Finally,
 

numerical
 

examples
 

are
 

given
 

to
 

verify
 

the
 

theoretical
 

results
 

and
 

show
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm,
 

and
 

the
 

algorithm
 

can
 

also
 

effectively
 

compute
 

the
 

eigenvalues
 

and
 

eigenvectors
 

of
 

multiple
 

order
 

symmetric
 

tensors
 

that
 

are
 

not
 

semi-positive
 

definite.
Key

 

words:
 

multiple
 

order
 

symmetric
 

tensors;
 

eigenvalue;
 

eigenvector;
 

shifted
 

symmetric
 

higher-order
 

power
 

method
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