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摘要:利用非齐度量测度空间的性质,
 

应用分数次积分算子的有界性理论,
 

基于非齐度量测度空间上 Herz空间的

刻画以及 Herz型 Hardy空间的原子分解和分子分解理论,
 

证明了广义分数次积分算子与Lipschitz函数生成的交

换子在非齐度量测度空间上的 Herz空间和 Herz型 Hardy空间的有界性.
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虽然双倍条件在调和分析理论中起着重要的作用,
 

然而,
 

多年来的许多研究结果表明,
 

在非双倍条件下,
 

Rn 上许多经典的函数空间理论以及奇异积分算子有界性的结论依然是成立的(参见文献[1-3]).
 

文献[4]引入

了一类满足几何双倍条件和上双倍条件的非齐度量测度空间,
 

这类空间包含了齐型空间和非双倍测度空

间.
 

此后,
 

文献[5-6]引入了非齐度量测度空间上的Hardy空间,
 

并讨论了一些等价刻画和奇异积分算子的

有界性.
 

有关非齐度量测度空间奇异积分算子及交换子的有界性问题的结果可参见文献[7-9].
文献[10-14]对Rn 上的Herz型空间进行了系统研究,

 

同时在Herz型空间及其上许多奇异积分算子的

有界性问题方面也取得了丰硕的成果.
 

近期,
 

文献[15]引进了非齐度量测度空间上的 Herz空间和 Herz型

Hardy空间,
 

并讨论了等价刻画和一些相互关系,
 

以及Calderón-Zygmund算子的有界性.
交换子理论一直受关注,

 

取得了许多成果[16-19].
 

基于齐型空间的结果,
 

本文的目的主要是在非齐度量

测度空间上,
 

建立一类广义分数次积分算子与Lipschitz函数生成的交换子,
 

得到了该交换子是 Herz空间

上有界的,
 

也是Herz型Hardy空间上有界的.

1 基本概念和基本理论

定义1[20] 设(X,
 

d)是度量空间,
 

如果存在某个正整数N0,
 

对任意的球B(x,
 

r)⊂X,
 

其中x∈X,
 

r∈ (0,
 

∞),
 

都存在至多 N0 个球 B xi,
 r
2    i

构成B(x,
 

r)的一个覆盖,
 

则称度量空间(X,
 

d)是几

何双倍的.
定义2[4] 如果μ是X 上的Borel测度,

 

并存在一个控制函数λ:
 

X×(0,
 

∞) →(0,
 

∞),
 

使得对每

一个x∈X,
 

λ(x,
 

r)关于r都单调不减,
 

且存在一个依赖于λ的正常数C(λ),
 

使得对任意的x∈X 和r∈
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(0,
 

∞),
 

有

μ(B(x,
 

r))≤λ(x,
 

r)≤C(λ)λx,
 r
2  (1)

则称度量测度空间(X,
 

d,
 

μ)是上双倍的.
非齐度量测度空间(X,

 

d,
 

μ)就是既满足几何双倍条件又满足上双倍条件的度量空间.

定义3[4] 设η>0,
 

若对所有的r∈(0,
 

2diam(X))和a∈ 1,
 2diam(X)

r  , 

存在一个只依赖于a和

X 的常数C(a)>1,
 

使得对于所有的x∈X,
 

λ(x,
 

ar)≥C(a)λ(x,
 

r),
 

并且∑
∞

k=1

1
[C(ak)]η < ∞.

 

则称

控制函数λ满足η-弱逆倍条件.

定义4[4] 对于任意两个球B ⊂S⊂X,
 

令ρ>1,
 

p∈ (0,
 

1],
 

离散系数K
􀮨
(ρ),p
B,S 的定义是

K
􀮨
(ρ),p
B,S =1+ ∑

N(ρ)B,S

k= -[logρ2
]
[μ(ρkB)(λ(cB,

 

ρkrB))-1]p  
1
p (2)

其中N
(ρ)
B,S 是满足ρ

N(ρ)B,SrB ≥rS 的最小正整数,
 

[logρ2]表示logρ2取整.
对于整数k,

 

记Bk={x∈X:
 

d(x0,
 

x)<2k},
 

其中x0是X 的一固定点,
 

Ck=Bk\Bk-1,
 

且χk=χCk.
 

非齐度量测度空间上的齐型Herz空间定义如下:
定义5[15] 设(X,

 

d,
 

μ)是非齐度量测度空间,
 

令-∞ <α< ∞,
 

0<p< ∞,
 

0<q≤ ∞.
 

则非齐

度量测度空间上的齐型Herz空间K
·α,p

q (μ)定义为

K
·α,p

q (μ)={f∈Lq
loc(X\{0}):

 

‖f‖K
·α,p
q

(μ)
< ∞}

其中

‖f‖K
·α,p
q

(μ)
= ∑

+∞

k= -∞

(λ(x0,
 

2k))αp‖fχk‖p
Lq(μ)  

1
p

  定义6[15] 令0<α< ∞,
 

1≤q< ∞,
 

若(X,
 

d,
 

μ)上的函数b(x)满足以下条件:

􀃠
 

supp
 

b⊂B(x0,
 

r),
 

r>0,
 

其中B(x0,
 

r)={x∈X:
 

d(x0,
 

x)<r};

􀃡
 

‖b‖Lq(μ)≤[λ(x0,
 

r)]-α.
则称b(x)为中心(α,

 

q)-块.
非齐度量测度空间上齐次Herz空间的分解定理是下面的结果:
引理1[15] 令0<α< ∞,

 

0<p< ∞,
 

1≤q< ∞.
 

设λ满足η-弱逆倍条件,

η∈ 0,
 

minαp
2
,

 αp
2(p-1)    

则f∈K
·α,p

q (μ)当且仅当f(x)=∑
+∞

k= -∞
λkbk(x),

 

其中bk(x)是中心(α,
 

q)-块,
 

supp
 

(bk)⊂Bk,
 

并且

∑
+∞

k= -∞
|λk|p < ∞   ‖f‖K

·α,p
q

(μ)
~inf ∑

+∞

k= -∞
|λk|p  

1
p

这里的下确界取遍所有f 这样的分解.
文献[15]引进并给出了Herz型Hardy空间的分解:
定义7[15] 设(X,

 

d,
 

μ)是非齐度量测度空间,
 

0<p≤1≤q≤ ∞,
 

p≠q,
 

α∈(0,
 

∞),
 

ρ∈(1,
 

∞),
 

γ∈ [1,
 

∞).
 

若L2(μ)上的函数b满足以下条件:

􀃠
 

存在一个球B,
 

使得supp
 

b⊂B=B(x0,
 

r),
 

r>0;

􀃡
 

∫X
b(x)dμ(x)=0;

􀃢
 

对于j=1,2,
 

存在支在球Bj⊂B上的函数aj 和常数λj∈C,
 

使得b=λ1a1+λ2a2,
 

且‖aj‖Lq(μ)≤
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(λ(x0,
 

rB))-α(K
􀮨
(ρ),p
Bj
,

 

B)-γ.
则称b是(α,

 

p,
 

q,
 

γ,
 

ρ)λ-原子块,
 

并记|b|
H􀮨K·α,p,γatb,q,ρ

(μ)
=|λ1|+|λ2|.

 

如果存在(α,
 

p,
 

q,
 

γ,
 

ρ)λ-原子

块序列{bi}+∞i= -∞,
 

使得在L2(μ)中f=∑
+∞

i= -∞
bi,

 

且∑
+∞

i= -∞
|bi|p

H􀮨K·α,p,γatb,q,ρ
(μ)
<∞,

 

则称f是属于H
􀮨
K
·α,p,γ

atb,q,ρ(μ)的.
 

并且定义

‖f‖
H􀮨K·α,p,γatb,q,ρ

(μ)
=inf ∑

+∞

i= -∞
|bi|p

H􀮨K·α,p,γatb,q,ρ
(μ)  

1
p

这里的下确界取遍f 所有的分解.
 

原子Herz型Hardy空间H
􀮨
K
·α,p,γ

atb,q,ρ(μ)定义为在p-拟模‖·‖p

H􀮨K·α,p,γatb,q,ρ
(μ)

下 H
􀮨
K
·α,p,γ

atb,q,ρ(μ)的完备化.
 

同时,
 

原子Herz型Hardy空间 H
􀮨
K
·α,p,γ

atb,q,ρ(μ)与γ 和ρ 的取值无关.
定义8[15] 设(X,

 

d,
 

μ)是非齐度量测度空间,
 

0<p≤1≤q≤ ∞,
 

p≠q,
 

令α∈ (0,
 

∞),
 

ρ∈
(1,

 

∞),
 

γ∈ [1,
 

∞),
 

ε∈ (0,
 

∞).
 

若L2(μ)上的函数b满足以下条件:

􀃠
 

∫X
b(x)dμ(x)=0;

􀃡
 

存在一些球B= B(x0,
 

rB),
 

其中rB >0,
 

存在常数 M
􀮨
,

 

M ∈N,
 

使得对于所有的k∈N,
 

j∈

{1,
 

…,
 

Mk},
 

当k=0时,
 

M0= M
􀮨
;

 

当k>0时,
 

Mk= M.
 

存在支在球Bk,j⊂Uk(B)上的函数mk,j,
 

当k=0时,
 

U0(B)=ρ2B;
 

当k>0时,
 

Uk(B)=ρk+2B\ρk-2B.
 

存在λk,j ∈C,
 

使得在L2(μ)中b=

∑
∞

k=0
∑
Mk

j=1
λk,jmk,j,

 

且有

‖mk,j‖Lq(μ)≤ρ-kε(λ(x0,
 

ρk+2rB))-α(K
􀮨
(ρ),p
Bk,j

,
 

ρ
k+2B)-

γ

|b|p

H􀮨K·α,p,γ,εmb,q,ρ
(μ)

=∑
∞

k=0
∑
Mk

j=1
|λk,j|p < ∞

则称b是(α,
 

p,
 

q,
 

γ,
 

ε,
 

ρ)λ-分子块.
 

若存在(α,
 

p,
 

q,
 

γ,
 

ε,
 

ρ)λ-分子块序列{bi}+∞i= -∞,
 

使得在L2(μ)

中有f=∑
+∞

i= -∞
bi,

 

且∑
+∞

i= -∞
|bi|p

H􀮨K·α,p,γ,εmb,q,ρ
(μ)
< ∞,

 

则函数f 属于H
􀮨
K
·α,p,γ,ε

mb,q,ρ (μ).
 

并且定义

‖f‖
H􀮨K·α,p,γ,εmb,q,ρ

(μ)
=inf ∑

+∞

i= -∞
|bi|p

H􀮨K·α,p,γ,εmb,q,ρ
(μ)  

1
p

这里的下确界取遍f的所有分解.
 

分子Herz型Hardy空间H
􀮨
K
·α,p,γ,ε

mb,q,ρ (μ)定义为在p-拟模‖·‖p

H􀮨K·α,p,γ,εmb,q,ρ
(μ)

下 H
􀮨
K
·α,p,γ,ε

mb,q,ρ (μ)的完备化.
定义9 令β∈ (0,

 

1].
 

如果函数f:
 

X →C满足

‖f‖Lipβ = sup
x≠y,

 

x,y∈X

|f(x)-f(y)|
[λ(x,

 

d(x,
 

y))]β
< ∞

或者

‖f‖Lipβ = sup
x≠y,

 

x,y∈X

|f(x)-f(y)|
[λ(y,

 

d(x,
 

y))]β
< ∞ (3)

则称f 属于Lipβ(μ).

2 广义分数次积分算子及主要结果

定义10[7] 设函数Kσ ∈L1
loc(X×X)\{(x,

 

x):
 

x ∈X},
 

0<σ<1.
 

如果存在正常数CKσ,
 

使得:
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􀃠
 

对于任意的x,y∈X,
 

x ≠y,
 

|Kσ(x,
 

y)|≤CKσ
[λ(x,

 

d(x,
 

y))]σ-1;

􀃡
 

存在0<δ≤1和正常数cKσ,
 

使得对任意x,x
􀮨
,y∈X,

 

且d(x,
 

y)≥cKσd(x,
 

x
􀮨
),

 

有

|Kσ(x,
 

y)-Kσ(x
􀮨
,

 

y)|+|Kσ(y,
 

x)-Kσ(y,
 

x
􀮨
)|≤

CKσd(x,
 

x
􀮨
)δ

[d(x,
 

y)]δ[λ(x,
 

d(x,
 

y))]1-σ

则称Kσ 为非齐度量测度空间上的广义分数次积分算子核.
若线性算子Tσ 的核是定义10中的Kσ,

 

对于所有的f∈L∞
b (μ)={f∈L∞(μ):

 

f 的支集有界},

Tσf(x)=∫X
Kσ(x,

 

y)f(y)dμ(y)   x∉supp
 

(f)

则称Tσ 是非齐度量测度空间上的广义分数次积分算子.
引理2[7] 设Tσ 是非齐度量测度空间上的广义分数次积分算子,

 

0<σ<1,
 

则以下两个结论是等

价的:

􀃠
 

对p∈ 1,
 1
σ  , 1

q =
1
p -σ,

 

Tσ 是Lp(μ)到Lq(μ)的有界算子;

􀃡
 

Tσ 是L1(μ)到L
1
1-σ

,
 

∞(μ)的有界算子.
广义分数次积分算子Tσ 和函数h 生成的交换子定义为

[Tσ,
 

h]f(x)=h(x)Tσf(x)-Tσ(hf)(x)   x∈X

若g∈L∞
b (μ),

 

∫X
g(y)dμ(y)=0,

 

有∫X
Tσg(y)dμ(y)=0,

 

则称Tσ 满足T*
σ1=0.

定理1 设(X,
 

d,
 

μ)为非齐度量测度空间,
 

0<p< ∞,
 

0<σ<1,
 

1<q1<
1
σ
,

 1
q2

=
1
q1

-σ,
 

0<β<1,
 

β<α1 <1-
1
q1
,

 

α2=α1-β.
 

令λ 满足η-弱逆倍条件,

η=minα2p
2
,

 α2p'

2
,

 

1-
1
q1

-α1  p
2

,
 

1-
1
q1

-α1  p'

2  
此时1<p<∞.

 

若Tσ 是非齐度量测度空间上的广义分数次积分算子,
 

且Tσ 是L1(μ)到L
1
1-σ

,
 

∞(μ)的有

界算子,
 

h∈Lipβ(μ),
 

则交换子[Tσ,
 

h]是从K
·α1,p

q1
(μ)到K

·α2,p
q2
(μ)的有界算子.

定理2 设(X,
 

d,
 

μ)是非齐度量测度空间.
 

令0<p< ∞,
 

0<σ<1,
 

1<q1<
1
σ
,

 1
q2

=
1
q1

-σ,
 

ρ∈ (1,
 

∞),
 

γ∈[1,
 

∞),
 

0<β<1,
 

0<α2<
δ
v
,

 

α1=α2+β.
 

设Tσ 是非齐度量测度空间上的广义分

数次积分算子,
 

若Tσ 是L1(μ)到L
1
1-σ

,
 

∞(μ)的有界算子,
 

且T*
σ1=0,

 

h∈Lipβ(μ),
 

则交换子[Tσ,
 

h]是

从 H
􀮨
K
·α1,

 

p,γ
atb,

 

q1,ρ
(μ)到 H

􀮨
K
·α2,

 

p,
 

γ,
 

(δ-vα2)/2
mb,

 

q2,ρ
(μ)的有界算子.

定理1的证明  对任意f∈K
·α1,p

q1
(μ),

 

由引理1知f(x)= ∑
+∞

j= -∞
λjbj(x),

 

其中bj 是中心(α1,
 

q1)-块,
 

supp
 

(bj)⊂Bj,
 

且 ‖f‖
K
·α1,p
q1

(μ)
~inf∑

+∞

j= -∞
|λj|p  

1
p .

 

则

‖[Tσ,
 

h]f‖p

K
·α2,p
q2

(μ)
=∑

+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p‖([Tσ,

 

h]f)χl‖p

L
q2(μ)

≤

C∑
+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p ∑

l-2

j= -∞
|λj|‖([Tσ,

 

h]bj)χl‖
L
q2(μ)  p

+
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C∑
+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p ∑

+∞

j=l-1
|λj|‖([Tσ,

 

h]bj)χl‖
L
q2(μ)  p

=I1+I2

  对于I2,
 

分以下两种情况进行讨论:

  当0<p≤1时,
 

由引理2、
 

(3)式,
 

以及定义6和η-弱逆倍条件,
 

有

I2 ≤C∑
+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p∑

∞

j=l-1
|λj|p‖(h(x)-h(y))bj‖p

L
q1(μ)

≤

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p∑

∞

j=l-1
|λj|p(λ(x0,

 

2j))-(α1-β)p =

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p∑

j+1

l= -∞

λ(x0,
 

2l)
λ(x0,

 

2j)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

α2p

≤C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p

  当1<p< ∞ 时,
 

由引理2、
 

(3)式、
 

Hölder不等式和η-弱逆倍条件,
 

可得

I2 ≤C∑
+∞

l= -∞

[λ(x0,
 

2l)]
α2p ∑

∞

j=l-1
|λj|‖(h(x)-h(y)bj‖

L
q1(μ)  p

≤

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞
∑
+∞

j=l-1
|λj|p λ(x0,

 

2l)
λ(x0,

 

2j)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

α2p

2

  ∑
+∞

j=l-1

λ(x0,
 

2l)
λ(x0,

 

2j)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

α2p
'

2

  
p

p'

≤

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞
 ∑

+∞

j=l-1
|λj|p λ(x0,

 

2l)
λ(x0,

 

2j)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

α2p

2

≤

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p

  对于I1,
 

注意到j≤l-2,
 

x∈Cl,
 

y∈Bj,
 

则x∈X\2Bj,
 

意味着λ(x,
 

d(x,
 

y))~λ(x0,
 

d(x,
 

x0)).
 

因此,
 

由定义9、
 

Hölder不等式和定义6,
 

知

‖([Tσ,
 

h]bj)χl‖
L
q2(μ)

≤∫Cl∫Bj

|(h(x)-h(y))bj(y)|
[λ(x,

 

d(x,
 

y))]1-σ
dμ(y)

q2

dμ(x)  
1
q2

≤

C‖h‖Lipβ∫Cl

1
[λ(x0,

 

d(x,
 

x0))]
(1-σ-β)q2

dμ(x)  
1
q2

∫Bj
|bj(y)|dμ(y)≤

C‖h‖Lipβ

λ(x0,
 

2j)
λ(x0,

 

2l)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1-
1
q1
(λ(x0,

 

2l))β(λ(x0,
 

2j))-α1

再分为两种情况进行讨论:
当0<p≤1时,

 

由η-弱逆倍条件,
 

有

I1 ≤C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞

(λ(x0,
 

2l))
α2p∑

l-2

j= -∞
|λj|p λ(x0,

 

2j)
λ(x0,

 

2l)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1-

1
q1

  p (λ(x0,
 

2l))βp

(λ(x0,
 

2j))α1p
=

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p∑

+∞

l=j+2

λ(x0,
 

2j)
λ(x0,

 

2l)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1-

1
q1

-α1  p

≤C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p

  当1<p< ∞ 时,
 

同样由Hölder不等式和η-弱逆倍条件可得

I1 ≤C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞
∑
l-2

j= -∞
|λj|

λ(x0,
 

2j)
λ(x0,

 

2l)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1-

1
q1

-α1  
  

p

≤

C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

l= -∞
∑
l-2

j= -∞
|λj|p λ(x0,

 

2j)
λ(x0,

 

2l)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1-

1
q1

-α1  p
2

≤C‖h‖p
Lipβ∑

+∞

j= -∞
|λj|p

 

因此

‖[Tσ,
 

h]f‖
K
·α2,p
q2

(μ)
≤C‖h‖Lipβ

‖f‖
K
·α1,p
q1

(μ)
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至此,
 

我们完成了定理1的证明.
定理2的证明  由定理2的假设以及 Herz型 Hardy空间的原子和分子分解结果知,

 

只要对任意的

(α1,
 

p,
 

q1,
 

2,
 

2)λ-原子块b,
 

证明[Tσ,
 

h]b是 α2,
 

p,
 

q2,
 

1,
 δ-vα2

2
,

 

2  λ
-分子块,

 

且

|[Tσ,
 

h]b|
H􀮨K·α2,p,1,

δ-vα2
2

mb,
 

q2,2
(μ)

≤C|b|
H􀮨K·α1,p,2atb,q1,2

(μ)

即可.
 

事实上,
 

对任意的(α1,
 

p,
 

q1,
 

2,
 

2)λ-原子块b,
 

b=∑
2

j=1
λjaj,

 

supp
 

(aj)⊂Bj ⊂B,
 

且

‖aj‖
L
q1(μ)

≤ (λ(x0,
 

rB))
-α1(K

􀮨
(2),p
Bj
,

 

B)-2

令B0=8B,
 

进一步记

[Tσ,
 

h]b=([Tσ,
 

h]b)χB0 +∑
∞

k=1

([Tσ,
 

h]b)χ2kB0\2
k-1B0

=J1+J2

  对于J1,
 

由Bj ⊂B 知3Bj ⊂8B= B0.
 

令Nj= N(2)
2Bj

,B0 ≥-1.
 

不失一般性,
 

假设Nj ≥3.
 

由于

2Bj ⊂B0 ⊂25Bj,
 

当 Nj ∈ [-1,
 

3)时可转化为 Nj ≥3的情形处理.
 

因此

J1=∑
2

j=1
λj([Tσ,

 

h]aj)χ2Bj +∑
2

j=1
∑
Nj-2

i=1
λj([Tσ,

 

h]aj)χ2i+1Bj\2
iBj

+∑
2

j=1
λj([Tσ,

 

h]aj)χ
B0\2

Nj-1
Bj

=

J1,1+J1,2+J1,3

  对于J1,1,
 

由引理2、
 

(3)式、
 

定义7、
 

系数K
􀮨

的性质和K
􀮨
(2),p
2Bj

,
 

B0 ≥1,
 

对于j=1,2,
 

有

‖([Tσ,
 

h]aj)χ2Bj
‖

L
q2(μ)

≤C‖(h(x)-h(y))aj‖
L
q1(μ)

≤C‖h‖Lipβ
(λ(x0,

 

rB))
β-α1(K

􀮨
(2),p
Bj
,

 

B)-2 ≤

C‖h‖Lipβ
(λ(x0,

 

rB))
-α2(K

􀮨
(2),p
2Bj

,
 

4rB0
)-2 ≤

c1(λ(x0,
 

4rB0
))-α2(K

􀮨
(2),p
2Bj

,
 

4B0
)-1

其中c1 是不依赖aj 和j的正常数.
 

令

σj,1=c1λj   τj,1=c-1
1 ([Tσ,

 

h]aj)χ2Bj

则

J1,1=∑
2

j=1
σj,1τj,1   supp

 

(τj,1)⊂2Bj ⊂B0

且

‖τj,1‖Lq2(μ)≤ (λ(x0,
 

4rB0
))-α2(K

􀮨
(2),p
2Bj

,
 

4B0)-1

对于J1,3,
 

由于B0⊂2
Nj+3

Bj,
 

有rB0 ~r
2
Nj-1

Bj

.
 

由定义10、
 

(3)式、
 

原子的大小条件、
 

Hölder不等式,
 

以

及系数K
􀮨

的性质,
 

并注意到K
􀮨
(2),p
Bj
,

 

B ≥1,
 

可知对于j=1,2,
 

有

‖([Tσ,
 

h]aj)χ
B0\2

Nj-1
Bj
‖

L
q2(μ)

≤C∫8B\2
Nj-1

Bj∫Bj

|h(x)-h(y)||aj(y)|
[λ(x,

 

d(x,
 

y))]1-σ
dμ(y)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 q2

dμ(x)  
1
q2
≤

C‖h‖Lipβ∫8B\2
Nj-1

Bj∫Bj

|aj(y)|
[λ(cBj

,
 

d(x,
 

cBj
))]1-σ-βdμ(y)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 q2

dμ(x)  
1
q2
≤

C‖h‖Lipβ(μ(8B))
1
q2

-1+σ
(μ(8B))

1-
1

q'1(λ(x0,
 

rB))
-α2(K

􀮨(2),p
Bj
,

 

B)-2 ≤

c2(λ(x0,
 

r4B0))
-α2(K

􀮨(2),p
2B0,

 

4B0
)-1
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其中c2 是不依赖aj 和j的正常数.
 

令

σj,3=c2λj   τj,3=c-1
2 ([Tσ,

 

h]aj)χ
B0\2

Nj-1
Bj

则

J1,3=∑
2

j=1
σj,3τj,3   supp

 

(τj,3)⊂16B=2B0

且

‖τj,3‖
L
q2(μ)

≤ (λ(x0,
 

4rB0
))-α2(K

􀮨
(2),p
2B0,

 

4B0
)-1

对J1,2 与J1,3,
 

类似地有

‖([Tσ,
 

h]aj)χ2i+1Bj\2
iBj
‖

L
q2(μ)

≤C∫2i+1Bj\2
iBj∫Bj

|h(x)-h(y)||aj(y)|
(λ(x,

 

d(x,
 

y)))1-σ
dμ(y)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 q2

dμ(x)  
1
q2
≤

C‖h‖Lipβ∫Bj
|aj(y)|dμ(y)∫2i+1Bj\2

iBj

1
(λ(cBj

,
 

2irBj
))(1-σ-β)q2

dμ(x)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
q2
≤

c3 μ(2i+1Bj)
λ(cBj

,
 

2irBj
)
(K
􀮨(2),p

Bj
,

 

B)-1(λ(x0,
 

r4B0))
-α2(K

􀮨(2),p
2i+2Bj

,
 

4B0
)-1

其中c3 是不依赖于aj,j和i的正常数.
 

令

σj,2=c3λj
μ(2i+1Bj)

λ(cBj
,

 

2irBj
)
(K
􀮨
(2),p
Bj
,

 

B)-1

τj,2=c-1
3

λ(cBj
,

 

2irBj
)

μ(2i+1Bj)
K
􀮨
(2),p
Bj
,

 

B([Tσ,
 

h]aj)χ2i+1Bj\2
iBj

则

J1,2=∑
2

j=1
∑
Nj-2

i=1
σ(i)

j,2τ
(i)
j,2   supp

 

(τj,
 

2)⊂2i+2Bj ⊂2B0

且

‖τ(i)
j,2‖

L
q2(μ)

≤ (λ(x0,
 

4rB0
))-α2(K

􀮨
(2),p
2i+2Bj

,
 

4B0
)-1

  对于J2
 ,

 

由几何双倍条件,
 

对于任意的k∈N,
 

存在球覆盖{Bk,j}
M0
j=1,

 

且它们的势M0≤N08n,
 

其中

这些球的半径都是2k-3rB0
,

 

U
􀮨

k(B0)=2kB0\2k-1B0.
 

不失一般性,
 

假设这些球的中心都属于U
􀮨

k(B0).
 

令

Ck,1=Bk,1,
 

Ck,l =Bk,l\Ul-1
m=1Bk,m,

 

l=2,…,M0 且对所有的l=1,…,M0,
 

Dk,l =Ck,l ∩U
􀮨

k(B0).
 

则

{Dk,l}
M0
l=1 互不相交,

 

U
􀮨

k(B0)=∪
M0

l=1
Dk,l 且对任意l=1,…,M0,

 

Dk,l⊂2Bk,l⊂Uk(B0)=2k+2B0\2k-2B0.
 

因

此,
 

J2=∑
∞

k=0
∑
M0

l=0

([Tσ,
 

h]b)χDk,l.
 

因为T*
σ1=0,

 

由定义10、
 

定义7、
 

定义9,
 

应用Hölder不等式和系数K
􀮨

的性质,
 

同时注意到4Bk,l ⊂2k+1B0 和K
􀮨
(2),p
Bj
,

 

B ≥1,
 

可以得到

‖([Tσ,
 

h]b)χDk,l‖L
q2(μ)

≤∫Dk,l∫B
|b(y)(h(x)-h(y))||K(x,

 

y)-K(x,
 

cB)|dμ(y)  
q2
dμ(x)  

1
q2 ≤

C‖h‖Lipβ∫Dk,l∫B
|b(y)|

(d(y,
 

cB))δ

(d(x,
 

cB))δ[λ(cB,
 

d(x,
 

cB))]1-σ-β
dμ(y)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 q2

dμ(x)  
1
q2
≤

C‖h‖Lipβ2
-kδ[μ(2k+1B0)]

1
q2

-1+σ+β

∑
2

j=1
|λj|(μ(Bj))

1

q'1‖aj‖
L
q1(μ)

≤
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C‖h‖Lipβ2
-kδ(μ(2k+1B0))

1
q2

-1+σ
(μ(2k+1B0))

1-
1
q1∑

2

j=1
|λj|(λ(x0,

 

rB))
-α2 ≤

c42
-
k(δ-vα2)

2 2
-
k(δ-vα2)

2 ∑
2

j=1
|λj|(λ(x0,

 

r2k+2B0
))-α2(K

􀮨(2),p
2Bk,l,

 

2k+2B0
)-1

其中c4 是不依赖于b和k的正常数.
 

令

λk,l =c42
-
k(δ-vα2)

2 ∑
2

j=1
|λj|   mk,l =λ-1

k,l([Tσ,
 

h]b)χDk,l

则

J2=∑
∞

k=1
∑
M0

l=1
λk,lmk,l   supp

 

(mk,l)⊂2Bk,l ⊂Uk(B0)

且

‖mk,l‖
L
q2(μ)

≤2
-
k(δ-vα2)

2 (λ(x0,
 

2k+2rB0
))-α2(K

􀮨
(2),p
2Bk,l,

 

2k+2B0
)-1

由J1 和J2 的估计知,
 

[Tσ,
 

h]b是(α2,
 

p,
 

q2,
 

1,
 

δ,
 

2)λ-分子块,
 

且

|[Tσ,
 

h]b|
H􀮨K·α2,p,1,

δ-vα2
2

mb,q2,2
(μ)

=∑
2

j=1
|σj,1|p +∑

2

j=1
∑
Nj-1

i=1
|σ(i)

j,2|p +∑
2

j=1
|σj,3|p +∑

∞

k=1
∑
M0

l=1
|λk,l|p ≤

C ∑
2

j=1
|λj|p +∑

2

j=1
∑
Nj-2

i=1
|λj|p μ(2i+3Bj)

λ(cBj
,

 

2irBj
)  

p

(K
􀮨
(2),p
Bj
,

 

B)-p +∑
∞

k=1
∑
M0

l=1
2

-
k(δ-vα2)

2 ∑
2

j=1
|λj|p􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ≤

C ∑
2

j=1
|λj|p +∑

∞

k=1
2

-
k(δ-vα2)

2 M0∑
2

j=1
|λj|p  ≤C∑

2

j=1
|λj|p ≤C|b|

H􀮨K·α1,
 

p,2
atb,

 

q1,2
(μ)

这就完成了定理2的证明.
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Boundedness
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Commutators
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Integral
 

Operators
 

on
 

Non-homogeneous
 

Metric
 

Measure
 

Spaces
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

using
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

non-homogeneous
 

metric
 

measure
 

spaces,
 

applying
 

the
 

theory
 

of
 

boundedness
 

for
 

singular
 

integral
 

operators,
 

and
 

based
 

on
 

the
 

characterization
 

of
 

Herz
 

spaces
 

and
 

the
 

atomic
 

and
 

molecular
 

decompositions
 

of
 

Herz-type
 

Hardy
 

spaces
 

with
 

non-homogeneous
 

metric
 

meas-
ure,

 

the
 

boundedness
 

of
 

the
 

commutators
 

generated
 

by
 

the
 

generalized
 

fractional
 

integral
 

operators
 

and
 

Lipschitz
 

functions
 

on
 

the
 

Herz
 

spaces
 

and
 

Herz-type
 

Hardy
 

spaces
 

with
 

non-homogeneous
 

metric
 

measure
 

are
 

proved.
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