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摘要:设G是有限群,
 

o1(G)表示G中最高阶元素的阶,
 

n1(G)表示G中最高阶元素的个数.
 

设G一共有r个o1(G)

阶元,
 

其中心化子的阶两两不同,
 

并依次设这些中心化子的阶为c1(G),c2(G),…,cr(G).
 

令ONC1(G)={o1(G);
 

n1(G);
 

c1(G),
 

c2(G),
 

…,
 

cr(G)},
 

称ONC1(G)为G 的第一ONC-度量,
 

lp(G)表示G 的阶的最大素因子.
 

用第

一ONC-度量ONC1(G)刻画了Conway单群和Fischer单群,
 

并证明了:
 

除Fi22
外,

 

所有Conway单群和Fischer单

群都可以由ONC1(G)和lp(G)唯一刻画.
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众所周知,
 

有限群的许多性质可以由群的一些特殊数量关系体现出来,
 

如特殊子群的个数、
 

特征标维

数等都可以刻画群的结构[1-3].
 

长期以来,
 

人们一直在追求用较少的数量去刻画群较多的性质.
 

20世纪80
年代,

 

施武杰教授提出“用群阶和元素阶之集刻画有限单群”的课题,
 

并做了大量的研究,
 

证明了:
 

几乎所

有有限单群都可以由“群阶”与“元素阶之集”这两个数量唯一确定.
 

在中俄群论学者的共同努力下,
 

该课题

于2009年被完全证明(部分工作见文献[4-9]),
 

但如何弱化课题的条件就成为大家关注的热点问题.
 

文献

[10-13]仅用高阶元的阶和群的阶刻画了系列单群,
 

文献[14-15]去掉了“群阶相等”、
 

“元素阶集合相同”这
些重要的数量条件,

 

只用与最高阶元素有关的几个数量条件刻画了单K3-群和 Mathieu单群,
 

局部地弱化

了课题的条件,
 

推广了施武杰教授等人的工作.
 

本文将继续这一工作,
 

讨论与最高阶元素有关的几个数量

条件对Conway单群和Fischer单群的结构的影响.
为了叙述方便,

 

我们先对本文中出现的一些符号加以说明.
 

设G 是有限群,
 

πe(G)表示群G 中元素阶

的集合.
 

i是正整数,
 

π(i)表示i的相异素因子的集合,
 

π(G)=π(|G|),
 

lp(G)表示π(G)中的最大素因

子.
 

o1(G),o2(G)分别表示G 中最高阶元素的阶和次高阶元素的阶,
 

n1(G)表示G 中最高阶元素的个数.
 

设G 一共有r个o1(G)阶元,
 

其中心化子的阶两两不同,
 

并依次设这些中心化子的阶为c1(G),c2(G),…,

cr(G).
 

令

ONC1(G)={o1(G);
 

n1(G);
 

c1(G),
 

c2(G),
 

…,
 

cr(G)}

我们称ONC1(G)为G 的第一ONC-度量.
 

mk‖n 表示mk|n 但mk+1⫮n.
 

其余符号及术语是标准的.
 

本

文主要讨论G 的第一ONC-度量对Conway单群和Fischer单群的结构的影响.
引理1[16] 若群G 是Conway单群,

 

则G 是下列群之一:
 

Co3,
 

Co2,
 

Co1.
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引理2[16] 若群G 是Fischer单群,
 

则G 是下列群之一:
 

Fi22
,

 

Fi23
,

 

Fi'24
.

引理3[17] 设π'-群H 作用在π-群G 上,
 

且G 和H 中至少有一个可解.
 

则对任意素数p |G|,
 

G 中

存在 H-不变的Sylow
 

p-子群,
 

并且G 的任意两个H-不变Sylow
 

p-子群在CG(H)下共轭.
定理1 设G 为有限群,

 

M 为Conway单群,
 

则G≅M 的充分必要条件是ONC1(G)=ONC1(M),
 

且

lp(G)=lp(M).
证  必要性显然,

 

下面讨论充分性.
情形1 当M =Co3 时,

 

ONC1(G)=ONC1(Co3)={30;
 

29·36·52·7·11·23;
 

30},
 

lp(G)=23.
 

因为G 的30阶元都是自中心化的,
 

所以任何30阶元a所在的共轭类长度都是|G/CG(<a>)|=|G/<a>|=
|G|/30.

 

设G 中30阶元一共分为t个共轭类,
 

则

t·|G|/30=29·36·52·7·11·23
从而有

|G| 210·37·53·7·11·23

因为G 有30阶元,
 

所以{2,
 

3,
 

5}⊆π(G).
 

又因为

lp(G)=lp(M)=23
所以23∈π(G).

 

由n1(G)=29·36·52·7·11·23知|G|>29·36·52·7·11·23,
 

于是{2,
 

3,
 

5,
 

7,
 

23}⊆π(G)或{2,
 

3,
 

5,
 

11,
 

23}⊆π(G),
 

且52 |G|或35 |G|.

可以断言G 有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H 为非交换单群,
 

且5,23∈π(K/H).
 

事实上,
 

令

1= Gk◁Gk-1◁…◁G1◁G0= G 为G 的一主群列,
 

则存在正整数i使得{5,
 

23}∩π(Gi)≠Ø,
 

而{7,
 

23}∩π(Gi+1)= Ø.
 

取K=Gi,
 

H =Gi+1,
 

则1◁H◁K◁G 为G 的正规列,
 

而K/H 为G/H 的极小

正规子群.
 

断言{5,
 

23}⊆π(K).
 

事实上,
 

如果5∈π(K),
 

而23∉π(K),
 

那么23∈π(G/K).
 

由

Frattini论断有G= NG(S5)K,
 

其中S5 为K 的一个的Sylow
 

5-子群,
 

于是23∈π(NG(S5)).
 

现考查

Ω1(Z(S5)).
 

由于Ω1(Z(S5))是初等交换5-群,
 

且Ω1(Z(S5))|53.
 

因为23⫮|L3(5)|,
 

所以G 的23
阶元平凡地作用在Ω1(Z(S5))上,

 

从而有115∈πe(G),
 

矛盾,
 

故23∈π(K).
 

同理可以证明当23∈
π(K)时,

 

5∈π(K).
 

所以{5,
 

23}⊆π(K),
 

即{5,
 

23}⊆π(K/H).
 

由于K/H 为同构单群的直积,
 

故

K/H 只能为非交换单群.
 

而|G| 210·37·53·7·11·23,
 

由文献[16]和文献[11]的表3有

K/H ≅M23(27·32·5·7·11·23),
 

M24(210·33·5·7·11·23),
 

Co3(210·37·53·7·11·23)

  设K/H ≅M23,M24.
 

由G/CG(K/H)同构于Aut(K/H)的一个子群知|G/CG(K/H)| |Aut(K/H)|.
 

因为此时|Out(K/H)|=1,
 

故|Aut(K/H)|=|K/H|.
 

又因为52 |G|或35 |G|,
 

于是比较阶

得p∈π(CG(K/H)),
 

其中p∈{3,
 

5}.
 

如果p∈π(H),
 

那么用G中的23阶元共轭作用在H 的Sylow
 

p-子L群上,
 

该作用平凡,
 

从而115∈πe(G)或69∈πe(G),
 

矛盾.
 

于是p∉π(H).
 

设g为CG(K/H)

中的p阶元,
 

则|gH|=p,
 

从而K/H 中有115阶元或69阶元,
 

矛盾.
 

因此K/H ≅Co3.
 

比较阶有K=G,
 

H =1,
 

从而有G≅Co3.
情形2 当M =Co2 时,

 

ONC1(G)=ONC1(Co2)={30;
 

217·36·52·7·11·23;
 

30},
 

lp(G)=23.
 

类似情形1的讨论知

|G| 218·37·53·7·11·23   {2,
 

3,
 

5,
 

23}⊆π(G)   214 |G|

此时G有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H 为非交换单群,
 

且5,23∈π(K/H).
 

由文献[16]和文献[11]

的表3有K/H ≅M23(27·32·5·7·11·23),
  

M24(210·33·5·7·11·23),
  

Co3(210·37·53·7·11·

23),
  

Co2(218·37·53·7·11·23).
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若K/H ≅M23,M24,
 

由情形1的讨论可推出矛盾.
 

于是设K/H ≅Co3.
 

因为214 |G|,
 

比较阶得

2∈π(CG(K/H)).
 

设2∈π(H).
 

用G 中的23阶元共轭作用在H 上,
 

则存在H 的一个Sylow
 

2-子群

L 在该作用下不变.
 

考虑Ω1(Z(L)).
 

由于Ω1(Z(L))是初等交换2-群,
 

且Ω1(Z(S5))|28,
 

此时G的23
阶元只能平凡地作用在Ω1(Z(L))上,

 

从而有46∈πe(G),
 

矛盾.
 

于是2∉π(H).
 

设g为CG(K/H)中
的2阶元,

 

则|gH|=2,
 

从而K/H 中有46阶元,
 

矛盾.
 

因此K/H ≅Co2.
 

比较阶有K=G,
 

H =1,
 

从而有G ≅Co2.
情形3 当 M = Co1 时,

 

ONC1(G)= ONC1(Co1)= {60;
 

219·38·53·72·11·13·23;
 

60},
 

lp(G)=23.

类似情形1的讨论知|G| 221·39·54·72·11·13·23,
 

{2,
 

3,
 

5,
 

23}⊆π(G),
 

72 |G|或

13|G|.
 

此时G 有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H 为非交换单群,
 

且5,23∈π(K/H).
 

由文献

[16]和文献[11]的表3有

K/H ≅M23(27·32·5·7·11·23),
 

M24(210·33·5·7·11·23),
 

Co3(210·37·53·7·11·23),
 

Co2(218·37·53·7·11·23),
 

Co1(221·39·54·72·11·13·23)

  若K/H ≅M23,M24,Co3,Co2,
 

因为72 |G|或13|G|,
 

比较阶得p∈π(CG(K/H)),
 

其中p∈

{7,
 

13}.
 

类似情形1和情形2的讨论知,
 

G 中有161阶元或299阶元,
 

矛盾.
 

因此K/H ≅Co1.
 

比较阶有

K =G,
 

H =1,
 

从而有G ≅Co1.
定理2 设G 为有限群,

 

M 为Fischer单群:
 

Fi23
,Fi'24

,
 

则G ≅M 的充分必要条件是ONC1(G)=

ONC1(M),
 

且lp(G)=lp(M).
证  必要性显然,

 

只讨论充分性.
情形1 当M =Fi23

时,
 

ONC1(G)=ONC1(Fi23
)= {60;

 

216·312·5·7·11·13·17·23;
 

60},
 

lp(G)=23.
类似定理1的讨论知

|G| 218·313·52·7·11·13·17·23

{2,
 

3,
 

5,
 

13,
 

23}⊆π(G),
 

或{2,
 

3,
 

5,
 

17,
 

23}⊆π(G).
 

此时G 有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H
为非交换单群,

 

且13,23∈π(K/H)或17,23∈π(K/H).
 

由文献[16]和文献[11]的表3知,
 

K/H 只能

同构于F23(218·313·52·7·11·13·17·23),
 

比较阶有K =G,
 

H =1,
 

从而有G ≅Fi23.

情形2 当M =Fi'24
时,

 

有ONC1(G)=ONC1(Fi'24
)={60;

 

219·315·5·73·11·13·17·23·29;
 

60},
 

lp(G)=29.
类似定理1的讨论知

|G| 221·316·52·73·11·13·17·23·29

{2,
 

3,
 

5,
 

17,
 

29}⊆π(G)

或

{2,
 

3,
 

5,
 

23,
 

29}⊆π(G)

此时G 有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H 为非交换单群,
 

且17,29∈π(K/H)或23,29∈π(K/H).
 

由文献[16]与文献[11]的表3知,
 

K/H 只能同构于F'
24(221·316·52·73·11·13·17·23·29).

 

比较阶

有K =G,
 

H =1,
 

从而有G ≅Fi'24
.

定理3 设G 为有限群,
 

则G ≅Fi22
的充分必要条件是ONC1(G)=ONC1(Fi22

),
 

o2(G)=o2(Fi22
)

且lp(G)=lp(Fi22
).
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证  必要性显然,
 

只讨论充分性.
 

此时

ONC1(G)={30;
 

216·38·5·7·11·13;
 

30}   o2(G)=24   lp(G)=13
类似定理1的讨论知

|G| 217·39·52·7·11·13   {2,
 

3,
 

5,
 

13}⊆π(G)

且213 |G|,
 

36 |G|.
 

此时G 有一正规列1◁H◁K◁G,
 

其中K/H 为非交换单群,
 

且5,13∈π(K/H).
 

由文献[16]与文献[11]的表3知,
 

K/H 同构于下列单群之一:

L2(25)(23·3·52·13),
 

Sz(8)(26·5·7·13),
 

U3(4)(26·3·52·13),
 

L2(64)(26·32·5·7·13),
 

L4(3)(27·36·5·13),
 

2F4(2)'(211·33·52·13),
 

L3(9)(27·36·5·7·13),
 

G2(4)(212·33·52·7·13),
 

A13(29·35·52·7·11·13),
 

S6(3)(29·39·5·7·13),
 

O7(3)(29·39·5·7·13),
 

Suz(213·37·52·

7·11·13),
 

Fi22
(217·39·52·7·11·13)

若K/H ≅L2(25),U3(4),L4(3),2F4(2)',
 

考虑7|G|或11|G|,
 

比较阶得p∈π(CG(K/H)),
 

其中p=7,11,
 

于是G 中有91阶元或143阶元,
 

矛盾.

若 K/H ≅ Sz(8),L2(64),L3(9),S6(3),O7(3),
 

考 虑 52 |G | 或 11|G |,
 

比 较 阶 得 p ∈

π(CG(K/H)),
 

其中p=5,11,
 

于是G 中有65阶元或143阶元,
 

矛盾.
若K/H ≅A13,

 

则G 中有35阶元,
 

矛盾.
若K/H ≅G2(4),

 

仍然考虑G 共轭作用在K/H =G2(4)上.
 

因为Aut(G2(4))中没有30阶元,
 

所以

G 的30阶元g∈CG(K/H).
 

又因为H 至多为{2,
 

3,
 

11}-群,
 

所以gH 的阶至少是5,
 

从而G 有65阶元,
 

矛盾.

最后设K/H ≅Suz.
 

若38 |G|,
 

做类似讨论知G中有39阶元.
 

于是设37‖|G|,
 

此时必有216 |G|,
 

再做类似讨论可知G 中有26阶元,
 

矛盾于o1(G)=30,
 

o2(G)=24.
综上所述,

 

K/H ≅Fi22.
 

比较阶有K =G,
 

H =1,
 

从而有G ≅Fi22.
注  因Aut(Suz)中有30阶元,

 

讨论K/H ≅Suz时没有用到K/H ≅G2(4)时所用的方法.
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Abstract:
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

finite
 

group,
 

o1(G)
 

denote
 

the
 

largest
 

element
 

order
 

of
 

G,
 

and
 

n1(G)
 

denote
 

the
 

number
 

of
 

the
 

elements
 

of
 

order
 

o1(G).
 

Assume
 

that
 

G
 

has
 

a
 

total
 

of
 

r
 

elements
 

of
 

order
 

o1(G),
  

of
 

which
 

the
 

centralizers
 

are
 

of
 

different
 

orders,
  

and
 

ci(G)
  

denotes
 

the
 

order
 

of
 

the
 

centralizer
 

of
 

element
 

of
 

order
 

o1(G).
 

Define
 

ONC1(G)={o1(G);
 

n1(G);
 

c1(G),
 

c2(G),
 

…,
 

cr(G)},
 

and
 

we
 

call
 

ONC1(G)
 

the
 

1st
 

ONC-Degree
 

of
 

G
 

and
 

lp(G)
 

the
 

largest
 

prime
 

divisor
 

of
 

order
 

of
 

G.
 

In
 

this
 

paper,
  

we
 

characterize
 

Conw-

ay
 

simple
 

groups
 

and
 

Fischer
 

simple
 

groups
 

by
 

their
 

1st
 

ONC-Degree
 

ONC1(G),
  

and
 

prove
 

that
 

the
 

above
 

simple
 

groups
 

can
 

be
 

uniquely
 

determined
 

by
 

ONC1(G)
 

and
 

lp(G)
 

except
 

Fi22.
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