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摘要:在研究关 于 Gauss-Weierstrass算 子 的 Lp-逼 近 的 基 础 之 上,
 

结 合 算 子 范 数 插 值 定 理,
 

继 续 研 究 推 导 了

Gauss-Weierstrass算子在Bs
p,q,

 

Lp 上的性质、
 

定理.
 

借助K-泛函,
 

给出Gauss-Weiersttrass算子在Besov空间中的

逼近,
 

得出Besov空间中Gauss-Weierstrass算子的正逆定理,
 

并对Besov空间进行刻画.
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关于Guass-Weiersttrass算子的逼近的研究有很多结果[1-9],
 

但在Besov空间中对于该算子的研究尚未

有人涉及.
 

本文介绍Besov空间的定义及其性质,
 

得出Guass-Weiersttrass算子的正逆定理.

Besov空间 ∧s
p,q,

 

s>0,
 

1≤p,q≤+∞,
 

∧s
p,q(Rn)={f∈L[s]-

P :
 

‖f‖∧sp,q
<+∞},

 

其中

‖f‖∧sp,q
= ‖f‖

L[s]
-

P
+ ∑

|α|=[s]-
∫
Rn

‖Dαf(x+h)+Dαf(x-h)-2Dαf(x)‖p

|h|{s}
+  

q dh
|h|n  

1
q

   0≤{s}+<1

[s]-=
[s] s∉N

s-1 s∈N 
s= [s]+{s}+

Dαf(x+h)=
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2…∂x
αn
n

f(x+h)   α= (α1,
 

α2,
 

…,
 

αn),
 

αj ∈N,
 

|α|=α1+α2+…+αn

规定Lp 上D 的范数为一般范数,
 

定义在D 上的范数为

‖g‖D =‖g‖p +‖g″‖p   ∀g∈D
Bs

p,q =(Lp,
 

D)s
2,q
(0<s<2;

 

1≤p,q≤+∞)是Lp 与D 之间的插值空间.

定义Bs
p,q 上的K-泛函为

K(f,
 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)=inf
g∈D
{‖f-g‖Bs

p,q
+t‖g‖D}

对于函数空间Bs
p,q 与D 的插值空间(Bs

p,q,D)θ,q1(0<s<2;
 

0<θ<1;
 

1≤p,q,q1≤+∞),
 

根据文献

[10]有如下的性质:
性质1 对于1≤p,q,q1 ≤+∞,

 

0<s<2,
 

0<θ<1,
 

有
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f∈(Bs
p,q,D)θ,q1⇔∫

1

0
(t-θK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,D)p)

q1dt
t <+∞⇔

∫
+∞

0
(t-sK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)p)
q1dt

t <+∞ (1)

  以下M 是与f,n 无关的常数,
 

每次出现根据实际情况取值各有所不同.
引理1[8] 对于1≤p≤+∞,

 

f∈Lp(-∞,
 

+∞),
 

有 ‖Ln(f)‖p ≤ ‖f‖p.
引理2[8] 对于1<p≤+∞,

 

f∈D,
 

有 ‖Ln(f)-f‖p ≤Mn-1‖f‖D.
引理3[8] 对于1≤p≤+∞,

 

f∈Lp(-∞,
 

+∞),
 

有 ‖(Ln(f))″‖p ≤Mn‖f‖p.
引理4 对于1≤p≤+∞,

 

f∈D,
 

有 ‖(Ln(f))″‖p ≤ ‖f‖D.
证  因为

Ln(f;
 

x)=
n
2π∫

+∞

-∞
e

-n(u-x)2

2 f(u)du

令t=u-x,
 

则

Ln(f;
 

x)=
n
2π∫

+∞

-∞
e

-nt2

2 f(x+t)dt

[Ln(f)]″ =
n
2π∫

+∞

-∞
e

-nt2

2 ∂2

∂x2f(x+t)dt

Ln(f″)=
n
2π∫

+∞

-∞
e

-nt2

2 ∂2

∂x2f(x+t)dt

所以

[Ln(f)]″ =Ln(f″)
由引理1知

‖(Ln(f))″‖p ≤ ‖Ln(f)‖p +‖(Ln(f))″‖p ≤ ‖f‖p +‖f″‖p =‖f‖D

  推论1 对于1≤p≤+∞,
 

f∈D,
 

有 ‖Ln(f)‖D ≤M‖f‖D.
  证  根据D 上的范数定义、

 

引理1以及引理4可知

‖Ln(f)‖D =‖Ln(f)‖p +‖(Ln(f))″‖p ≤
‖Ln(f)‖p +‖f‖D ≤
‖f‖p +‖f″‖p +‖f‖D ≤
M‖f‖D

  定理1 对于1≤p,q≤+∞,
 

0<s<2,
 

f∈Bs
p,q,

 

有

‖Ln(f)‖Bs
p,q
≤M‖f‖Bs

p,q

  证  由引理1和推论1得

‖Ln‖Lp
,Lp ≤1   ‖Ln‖D,D ≤M

根据文献[10]的有关结论,
 

有

‖Ln‖Bs
p,q

,Bs
p,q
≤M

s
2

  定理2 对于1<p,q≤+∞,
 

0<s<2,
 

f∈D,
 

有

‖Ln(f)-f‖Bs
p,q
≤Mn

-
s
2‖f‖D

  证  由引理2、
 

推论1得

‖Ln -I‖D,Lp ≤Mn-1

‖Ln(f)-f‖D
 ≤ ‖Ln(f)‖D +‖f‖D

 ≤M‖f‖D⇒‖Ln -I‖D
 ≤M

根据文献[10]的有关结论,
 

有

‖Ln -I‖D,Bs
p,q
≤Mn

-
s
2
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  定理3 对于1<p,q≤+∞,
 

0<s<2,
 

f∈Bs
p,q,

 

有

‖Ln(f)-f‖Bs
p,q
≤MK(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)

  证  由定理1和定理2,
 

得

‖Ln(f)-f‖Bs
p,q
≤ ‖Ln(f-g)‖Bs

p,q
+‖f-g‖Bs

p,q
+‖Ln(g)-g‖Bs

p,q
≤

M‖f-g‖Bs
p,q

+‖f-g‖Bs
p,q

+Mn
-

s
2‖g‖D ≤

M‖f-g‖Bs
p,q

+Mn
-

s
2‖g‖D

对两边取inf
g
,

 

得

‖Ln(f)-f‖Bs
p,q
≤Minf

g
{‖f-g‖Bs

p,q
+n

-
s
2‖g‖D}=MK(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)

  定理4 对于1<p,q≤+∞,
 

0<s<2,
 

f∈Bs
p,q,

 

有

‖Ln(f)‖D ≤Mn
s
2‖f‖Bs

p,q

  证  由推论1,
 

得

‖Ln(f)‖D ≤M‖f‖D

所以

‖Ln‖D,D ≤M
由引理3、

 

引理1,
 

得

‖Ln(f)‖D =‖Ln(f)‖p +‖(Ln(f))″‖p ≤
Mn‖f‖p +‖f‖p ≤
Mn‖f‖D +‖f‖D ≤
Mn‖f‖D

则

‖Ln(f)‖p ≤Mn‖f‖D   ‖Ln‖Lp
,D ≤Mn

根据文献[10]的相关结论,
 

有

‖Ln‖Bs
p,q

,D ≤Mn
s
2

  定理5 对于1<p,q≤+∞,
 

0<s<2,
 

f∈Bs
p,q,

 

有

‖Ln(f)‖D ≤Mn
s
2K(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)

  证  对于 ∀g∈D,
 

由定理4和推论1,
 

得

‖Ln(f)‖D ≤ ‖Ln(f-g)‖D +‖Ln(g)‖D ≤

Mn
s
2‖f-g‖Bs

p,q
+M‖g‖D =

Mn
s
2{‖f-g‖Bs

p,q
+n

-
s
2‖g‖D}

对两边取inf
g
,

 

得

‖Ln(f)‖D ≤Mn
s
2inf
g∈D
{‖f-g‖Bs

p,q
+Mn

-
s
2‖g‖D}=

Mn
s
2K(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)

  定理6 对于1<p,q,q1 ≤+∞,
 

0<s<2,
 

0<θ<1,
 

f∈Bs
p,q,

 

有

f∈(Bs
p,q,

 

D)θ
2,

 

q1
=B

s+
s
2θ

p,q1⇔∑
+∞

n=1

[n
s
2θ‖Ln(f)-f‖Bs

p,q
]q1 1

n <+∞ (2)

当q1=+∞,
 

f∈Bs
p,q 时,
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K(f,
 

t;
 

Lp,
 

D)=O(t
s+

s
2θ)

即有

K(f,
 

t;
 

Lp,
 

D)=O(tθ)⇔‖Ln(f)-f‖Bs
p,q

=O(n
-

s
2θ)

  证  当1<q1 <+∞ 时,
 

先证(2)的必要性,
 

根据定理3和K-泛函的性质,
 

有

∑
+∞

n=1

[n
s
2θ‖Ln(f)-f‖Bs

p,q
]q1 1

n ≤

∑
+∞

n=1

[n
s
2θMK(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)]
q1 1

n ≤

∑
+∞

k=0

[2
(k+1)

s
2θMK(f,

 

2
-

s
2k;

 

Bs
p,q,

 

D)]
q1 1
2k ≤

[2s ×2
s
2θ

M]q1∑
+∞

k=0

[2
ks
2θK(f,

 

2
(k+1)(-

s
2);

 

Bs
p,q,

 

D)]
q1 ≤

2
1+

θ
2  s

M  
q1

s
2ln

 

2
∑
+∞

k=0∫
2
k(-s2

)

2
(k+1)(-s2

)
(t-θK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,

 

D))
q1  dtt =

2
1+

s
2θ  M  

q1

s
2ln

 

2
∫

1

0
(t-θK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)p)
q1dt

t <+∞

下面证明(2)式的充分性,
 

要证明f∈(Bs
p,q,

 

D)θ
2,

 

q1
,

 

根据性质1,
 

只需要证明(1)式成立,
 

即

I=∫
1

0
(t-θK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)p)
q1dt

t <+∞ (3)

取r∈N(r待定),
 

由K-泛函的性质得

I=∑
+∞

k=0∫
r
k(-s2

)

r
(k+1)(-s2

)
(t-θK(f,

 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)p)
q1dt

t ≤

r
s
2θq1 s
2ln

 

2∑
+∞

k=0

[r
ks
2θK(f,

 

r
k(-

s
2);

 

Bs
p,q,

 

D)p]
q1 (4)

对于k∈N,
 

取nk,
 

使得

rk ≤nk ≤rk+1 (5)

‖Lnk
(f)-f‖Bs

p,q
= min

rk≤n<rk+1
‖Ln(f)-f‖Bs

p,q
(6)

根据定理3和K-泛函的定义,
 

可得

K(f,
 

r
k -

s
2  ;

 

Bs
p,q,

 

D)p ≤

‖f-Lnk
(f)‖Bs

p,q
+r

k(-
s
2)‖Lnk

(f)‖Bs
p,q
≤

‖f-Lnk
(f)‖Bs

p,q
+r

k(-
s
2)Mnk

s
2K(f,

 

nk
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)≤

‖f-Lnk
(f)‖Bs

p,q
+Mr

k(-
s
2)nk

s
2‖f-Lnk-1

(f)‖Bs
p,q

+

Mr
k(-

s
2)‖Lnk-1

(f)‖D ≤

‖f-Lnk
(f)‖Bs

p,q
+Mr

k(-
s
2)nk

s
2‖f-Lnk-1

(f)‖Bs
p,q

+

M2r
k(-

s
2)nk-1

s
2K(f,

 

nk-1
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)≤
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‖f-Lnk
(f)‖Bs

p,q
+∑

k-1

m=0
r

k(-
s
2)Mm+1nk-m

s
2‖f-Lnk-m-1

(f)‖Bs
p,q

+

Mk+1n0

s
2r

k(-
s
2)K(f,

 

n0
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D) (7)
记

I1=∑
+∞

k=1
[r

ks
2θ‖f-Lnk

(f)‖Bs
p,q
]q1

I2=∑
+∞

k=1
[r

ks
2θ∑

k-1

m=0
Mr

k(-
s
2)Mm+1nk-m

s
2‖f-Lnk-m-1

(f)‖Bs
p,q
]q1

I3=∑
+∞

k=1
[r

ks
2θMk+1n0

s
2r

k(-
s
2)K(f,

 

n0
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)]q1
根据(4),(7)式可知

I≤r
s
2θq1ln

 

2[3q1(r0×
s
2θK(f,

 

r
0×(-

s
2);

 

Bs
p,q,

 

D)p)q1 +3
q1(I1+I2+I3)] (8)

要证明(3)式成立,
 

只需证(8)式中的I1<+∞,
 

I2<+∞,
 

I3<+∞.
 

下面先对I3 给予证明,
 

由(5)式以

及K-泛函的性质,
 

知

I3=∑
+∞

k=1
[r

ks
2θMk+1n0

s
2r

k(-
s
2)K(f,

 

n0
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D)]q1 ≤

∑
+∞

k=1
[r

ks
2(θ-1)Mk+1r

s
2
K(f,

 

1;
 

Bs
p,q,

 

D)]q1 =

[Mr
s
2
K(f,

 

1;
 

Bs
p,q,

 

D)]q1∑
+∞

k=0

(r
s
2(θ-1)M)

kq1 (9)

由于之前规定r是待定的,
 

因此,
 

取r使得

r
s
2(θ-1)M <

1
2

(10)

取r=[(2M)
1
2

1
s(1-θ)]+1, 

根据(9),(10)式得

I3 ≤ [Mr
s
2K(f,

 

1;
 

Bs
p,q,

 

D)]q1 1
1-2

-q1
<+∞ (11)

讨论I1,
 

根据(5),(6)式以及(2)式,
 

得

I1=∑
+∞

k=1

(r
ks
2θ‖f-Lnk

(f)‖Bs
p,q
)q1 ≤

∑
+∞

k=1
∑

rk+1-1

n=rk
(r

ks
2θ‖f-Ln(f)‖Bs

p,q
)q1 r

n =

r∑
+∞

n=r

(n
s
2θ‖f-Ln(f)‖Bs

p,q
)q1 1

n <+∞ (12)

讨论I2,
 

当q1 >1时,
 

令k-m-1=l,
 

根据(5)式得

I2=∑
+∞

k=1
[r

ks
2θ∑

k-1

m=0
r

k(-
s
2)Mm+1nk-m

s
2‖f-Lnk-m-1

(f)‖Bs
p,q
]q1 ≤

∑
+∞

k=1
[r

ks
2θr

k(-
s
2)Mk-lr

(l+2)
s
2‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
]q1 =

r
sq1∑

+∞

k=1
[∑

k-1

l=0

(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)r

s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
]q1 (13)

令1
q1

+
1
q'
1
=1,

 

利用Hölder不等式、
 

(10)式、
 

交换求和符号,
 

联立(5),(6)式以及(2)式中的条件,
 

可以

推出
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I2 ≤C∑
+∞

k=1
[∑

k-1

l=0

(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)r

s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
]q1 =

C∑
+∞

k=1
[∑

k-1

l=0

(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)

1

q'1(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)

1
q1r

s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
]q1 =

C∑
+∞

k=1
[∑

k-1

l=0

(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)

q1

q'1·∑
k-1

l=0

(Mk-lr
(k-l)(θ-1)

s
2)·(r

s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
)q1]≤

C∑
+∞

k=1
∑
k-1

l=0
{[Mk-lr

(k-l)(θ-1)
s
2]

q1

q'1·(r
s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
)q1}=

C∑
+∞

l=0
{∑

+∞

k=l+1

(Mr
(θ-1)

s
2)

(k-l)
q1

q'1·(r
s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
)q1}≤

C∑
+∞

l=0

(r
s
2lθ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
)q1 ≤

rC∑
+∞

l=0
∑

rl+1-1

n=rl
(n

s
2θ‖f-Ln(f)‖Bs

p,q
)q1 1

n =

rC∑
+∞

n=1

(n
s
2θ‖f-Lnl

(f)‖Bs
p,q
)q1 1

n <+∞ (14)

其中C=r
sq1,

 

由(8),(11),(12),(13),(14)式可得

I<+∞
综上所述,

f∈(Bs
p,q,

 

D)θ
2,

 

q1

  以上讨论了1<q1<+∞的情况,
 

下面证明q1=+∞的情况.
 

根据定理3得到(2)式的必要性.
 

所以,
 

只需要论证(2)的充分性.
 

由K-泛函的定义、
 

定理2、
 

定理5,
 

得

K(f,
 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)≤ ‖Ln(f)-f‖Bs
p,q

+t‖Ln(f)‖D ≤

Mn
-

s
2θ +tMns-1K(f,

 

n
-

s
2;

 

Bs
p,q,

 

D) (15)

取A ∈N(A 待定),
 

取t=A-m-1(m ∈N),
 

取n 使得

(n-1)
s
2 ≤Am <n

s
2

即

n=[A
1
2

m
s]+1

则有

K(f,
 

A-m-1;
 

Bs
p,q,

 

D)≤MA-mθ +4MA-1K(f,
 

A-m;
 

Bs
p,q,

 

D) (16)

取vm ≤AmθK(f,
 

A-m;
 

Bs
p,q,

 

D),
 

(16)式两边同时乘以A(m+1)θ,
 

得到

vm+1 ≤MAθ +4MAθ-1vm ≤max{2MAθ,
 

8MAθ-1vm} (17)

因为A ∈N(A 待定),
 

取A ∈N使得8MAθ-1 <1,
 

即

A > (8M)
1
1-θ (18)

取

A=(8M)
1
1-θ +1

根据(17)式,
 

得

vm+1 ≤max{2MAθ,
 

vm}≤max{2MAθ,
 

v1} (19)
因为
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v1=AθK(f,
 

A-1;
 

Bs
p,q,

 

D)<+∞
且M 是与f,n 无关的常数,

 

则v1 <+∞,
 

即有

K(f,
 

A-m-1;
 

Bs
p,q,

 

D)≤MA(-m-1)θ   ∀m ∈N (20)
又因t=A-m-1(m ∈N),

 

带入(20)式可以得到

K(f,
 

t;
 

Bs
p,q,

 

D)=O(tθ)   ∀t>0
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Abstract:
 

On
 

the
 

basis
 

of
 

research
 

on
 

the
 

Lp
 approximation

 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operator,
 

combined
 

with
 

the
 

interpolation
 

theorem
 

of
 

operator
 

norm,
 

the
 

properties
 

and
 

theorems
 

of
 

Gauss-Weierstrass
 

operators
 

in
 

Bs
p,q

 and
 

Lp
 are

 

further
 

studied
 

and
 

deduced.
 

By
 

means
 

of
 

K-functional,
 

the
 

approximation
 

of
 

the
 

Gauss-
Weiersttrass

 

operator
 

in
 

Besov
 

space
 

is
 

given,
 

and
 

the
 

positive
 

and
 

negative
 

theorems
 

of
 

the
 

Gauss-Weier-
strass

 

operator
 

in
 

Besov
 

space
 

are
 

obtained,
 

and
 

the
 

Besov
 

space
 

is
 

described.
Key

 

words:
 

K-functional;
 

Gauss-Weierstrass
 

operator;
 

Besov
 

space
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