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摘要:讨论了一类分数阶拟线性方程非平凡解的存在性,
 

其非线性项与分数阶Trudinger-Moser型不等式有关,
 

非

线性项f(x,
 

u)在无穷远处具有eα|u|
N

N-s
的临界指数增长,

 

其中α>0,
 

从而导致问题对应的能量泛函缺失紧性.
关 键 词:解的存在性;

 

分数阶Trudinger-Moser型不等式;
 

临界指数
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本文中,
 

我们考虑如下问题:

(-Δ)sN
s
u=f(x,

 

u) x∈Ω

u=0 x∈RN
 

\Ω (1)

其中Ω 是RN 中的光滑有界区域,
 

0<s<1,
 

非线性项f(x,
 

u)满足:
 

当u→∞时临界指数增长,
 

(-Δ)sN
s

是分数阶拉普拉斯算子,
 

定义为

(-Δ)sN
s
φ(x)=2lim

ε→0+
 ∫RN

 

\Bε(x)

|φ(x)-φ(y)|
N
s-2(φ(x)-φ(y))

|x-y|2N
dy   x∈RN

其中Bε(x)表示RN 中球心在x 处,
 

半径为ε>0的球.
众所周知,

 

对任意的1≤p< ∞,
 

W1,N
0 (Ω)⤿Lp(Ω)成立,

 

但W1,N
0 (Ω)⊈L∞(Ω).

 

文献[1]得到了

W1,N
0 (Ω)能以最大增长速度ϕ(t)=e

|t|
N

N-1

-1嵌入到 Orlicz空间Lϕ(Ω)中.
 

随后,
 

文献[2]得到了下列结

果:

sup
‖u‖

W1,N0 (Ω)
≤1

 ∫Ω
eα|u|

N
N-1

dx
≤C(|Ω|) α≤αN

=+∞ α>αN 
其中αN =Nω

1
N-1
N-1
,

 

ωN-1表示RN 中单位球的球表面测度,
 

|Ω|表示Ω 的测度.
 

近年来,
 

有关分数阶椭圆型

问题的 研 究 受 到 了 广 泛 关 注[3-7].
 

关 于 分 数 阶 Trudinger-Moser不 等 式 的 研 究,
 

文 献 [8]给 出 了

Sobolev-Slobodeckij空间W
s,Ns
0 (Ω)中的相关结果,

 

即存在正的有限的αN,s,
 

使得对所有α≤αN,s,
 

有

sup
u∈W

s,Ns
0 (Ω),

 

‖u‖≤1
 

∫Ω
eα|u|

N
N-s

dx<+∞ (2)
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其中

‖u‖=∫∫R2N

|u(x)-u(y)|
N
s

|x-y|2N
dxdy  

s
N

另外,
 

存在α*
N,s≥αN,s,

 

使得对于任意的α>α*
N,s,

 

(2)式中的上确界为正无穷.
 

但是α*
N,s 与αN,s 是否相等,

 

仍然是一个值得探索的问题.
 

文献[9-12]讨论了非线性项是临界指数增长的分数阶问题解的存在性以及多

解性,
 

相应的局部情形的相关结果可参见文献[13-15].
本文中,

 

我们主要研究问题(1)的非平凡解的存在性,
 

假设非线性项f(x,
 

u)满足下列条件:

(F1)
 

f在无穷远处满足临界指数增长,
 

即存在常数α0>0,
 

使得:
 

当α>α0时,
 

lim
t→∞

 f(x,
 

t)e-α|t|
N

N-s

=0;
 

当α<α0 时,
 

lim
t→∞

 f(x,
 

t)e-α|t|
N

N-s

= ∞.

(F2)
 

存在t0 >0,
 

M0 >0,
 

使得对 ∀(x,
 

t)∈Ω×[t0,
 

+∞),
 

有

0<F(x,
 

t)=∫
t

0
f(x,

 

s)ds≤M0f(x,
 

t)

  (F3)
 

对 ∀(x,
 

t)∈Ω×(0,
 

+∞),
 

存在θ>
N
s
,

 

使得

0<θF(x,
 

t)≤f(x,
 

t)t

  (F4)
 

对 ∀x ∈Ω,
 

lim
 

sup
t→0+

 

NF(x,
 

t)

s|t|
N
s
<λ1 一致成立,

 

其中

λ1= inf
u∈W

s,Ns
0 (Ω)

‖u‖
N
s

‖u‖
N
s

L
N
s (Ω)

  (F5)
 

对 ∀(x,
 

t)∈Ω×(0,
 

+∞),
 

存在常数q>
N
s

和Cq,
 

使得f(x,
 

t)≥Cqtq-1,
 

其中

Cq >
αN,s

α0  
(N-qs)(N-s)

Ns qs-N
qs  

qs-N
N

 

Sq
q

且

Sq = inf
u∈W

s,Ns
0 (Ω)

∫∫R2N

|u(x)-u(y)|
N
s

|x-y|2N
dxdy  

s
N

∫Ω
|u|qdx  

s
qN

  定义1 对 ∀ϕ∈W
s,Ns
0 (Ω),

 

若<u,
 

ϕ>s,Ns =∫Ω
f(x,

 

u)ϕdx,
 

则称u∈W
s,Ns
0 (Ω)是问题(1)的一个弱

解.
 

其中

<u,
 

ϕ>s,Ns =∫∫R2N

|u(x)-u(y)|
N
s-2(u(x)-u(y))(ϕ(x)-ϕ(y))

|x-y|2N
dxdy

  本文的主要结果如下:

  定理1 假设N ≥1,
 

0<s<1,
 

条件(F1)-(F5)成立,
 

则问题(1)存在一个非平凡的弱解.

  注1 令f(t)=F'(t),
 

其中F(t)=
 

tμe
α0

 |t|
N

N-s

,
 

t≥0并且μ>
N
s
,

 

则f 满足定理1中所有的假设.

问题(1)的能量泛函J 定义为

J(u)=
s
N‖u‖

N
s -∫Ω

F(x,
 

u)dx (3)
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由条件(F1)-(F3)与分数阶Trudinger-Moser不等式(2),
 

可得F(x,
 

u)∈L1(Ω),
 

且对∀u,v∈W
s,Ns
0 (Ω),

 

有

f(x,
 

u)v∈L1(Ω).
 

因此J∈C1(W
s,Ns
0 (Ω),

 

R).
 

另外,
 

存在正的常数c和C,
 

使得

|f(x,
 

t)|≤Cec|t|
N

N-s

   ∀x∈Ω,
 

∀t∈R (4)

通过直接计算可得

J'(u)v=<u,
 

v>
s,Ns

-∫Ω
f(x,

 

u)vdx   ∀v∈W
s,Ns
0 (Ω)

  引理1[16] 令(X,
 

‖·‖X)是实的Banach空间,
 

I∈C1(X,
 

R)满足I(0)=0,
 

并且满足:

􀃠
 

存在常数ρ,α>0,
 

使得I|􀆟Bρ
≥α;

􀃡
 

存在e∈X\Bρ,
 

使得I(e)<0.
那么常数

c=inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

 I(γ(t))≥α

存在序列{uk}⊂X,
 

使得I(uk)→c,
 

I'(uk)→0,
 

其中

Γ={γ∈C1([0,
 

1],
 

X):
 

γ(0)=0,
 

γ(1)=e}

  引理2[12] (Lions-type引理) 假设{uk}k 是W
s,Ns
0 (Ω)中的有界序列,

 

满足 ‖uk‖=1,
 

uk⇀u≠0.
 

若1<p<P=(1-‖u‖
N
s)-

s
N-s,

 

则

sup
k

 ∫Ω
e

pαN,s
 |uk|

N
N-s

dx<+∞

  引理3 假设条件(F1)-(F4)成立,
 

则:

􀃠
 

存在正的常数ρ 和δ,
 

使得当 ‖u‖=ρ 时,
 

有J(u)≥δ;

􀃡
 

存在e∈W
s,Ns
0 (Ω),

 

使得 ‖e‖ >ρ,
 

但是J(e)<0.
证  􀃠 由条件(F4),

 

存在τ,δ0 >0,
 

当|u|≤δ0,
 

x ∈Ω 时,
 

我们有

F(x,
 

u)≤
s
N
(λ1-τ)|u|

N
s (5)

从(4)式可知,
 

存在r>
N
s
,

 

C1 >0,
 

当|u|≥δ0,
 

x ∈Ω 时,
 

有

F(x,
 

u)≤C1|u|rec
 

|u|
N

N-s

因此

J(u)≥
s
N‖u‖

N
s -

s
N
(λ1-τ)∫Ω

|u|
N
sdx-C1∫Ω

|u|rec
 

|u|
N

N-s

dx≥

sτ
Nλ1

‖u‖
N
s -C1∫Ω

|u|2rdx  
1
2

∫Ω
e2c

 

|u|
N

N-s

dx  
1
2

选取ρ>0使得2cρ
N

N-s ≤αN,s,
 

由(2)式可得,
 

对 ∀u∈W
s,Ns
0 (Ω),

 

满足 ‖u‖=ρ 时,
 

有

∫Ω
e2c

 

|u|
N

N-s

dx=∫Ω
e
2c‖u‖

N
N-s u

‖u‖  
N

N-s

dx≤C2

因为

∫Ω
|u|2rdx  

1
2

≤C3‖u‖r

所以
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J(u)≥ ‖u‖
N
s τ

Nλ1
-C‖u‖

r-
N
s􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (6)

取

‖u‖=ρ<min
αN,s

2c  
N-s
N

,
 τ
NCλ1  

s
rs-N

  
则 􀃠 得证.

􀃡 由条件(F3)可知,
 

存在正的常数c1 和c2,
 

对任意的t≥0,
 

使得F(x,
 

t)≥c1tθ -c2,
 

于是

J(tu)=
s
Nt

N
s‖u‖

N
s -∫Ω

F(x,
 

tu)dx≤
s
Nt

N
s‖u‖

N
s -c1tθ∫Ω

|u|θdx+c2|Ω|

则由θ>
N
s

知,
 

当t→ ∞ 时,
 

有J(tu)→-∞,
 

结果得证.

命题1 若c<
s
N

αN,s

α0
  

N-s
s

,
 

则泛函J 满足(PS)c 条件.

证  设{uk}⊂W
s,Ns
0 (Ω)是泛函J 的一个(PS)c 序列,

 

即当k→ ∞ 时,
 

有

J(uk)=
s
N‖uk‖

s
N -∫Ω

F(x,
 

uk)dx→c (7)

|J'(uk)v|= <uk,
 

v>
s,Ns

-∫Ω
f(x,

 

uk)vdx ≤εk‖v‖   ∀v∈W
s,Ns
0 (Ω) (8)

这里当k→ ∞,
 

εk →0时,
 

由条件(F3)可得

θc+εk‖uk‖ ≥
sθ
N -1  ‖uk‖

s
N -∫Ω

[θF(x,
 

uk)-f(x,
 

uk)uk]dx≥
sθ
N -1  ‖uk‖

s
N

因此,
 

uk 在W
s,Ns
0 (Ω)中有界.

 

由(7)式和(8)式,
 

我们有

∫Ω
F(x,

 

uk)dx≤C   ∫Ω
f(x,

 

uk)ukdx≤C

从而存在弱收敛子列,
 

仍然记为{uk},
 

在W
s,Ns
0 (Ω)中,

 

uk⇀u;
 

对∀r≥1,
 

在Lr(Ω)中,
 

uk→u;
 

在Ω 中,
 

uk →u几乎处处成立.
 

从文献[14]的引理2.1可知,
 

在L1(Ω)中,
 

当k→∞时,
 

有f(x,
 

uk)→f(x,
 

u).
 

由条件(F1)和广义的Lebesgue控制收敛定理知,
 

在L1(Ω)中,
 

当k→ ∞ 时,
 

有

F(x,
 

uk)→F(x,
 

u)

由(7)式,
 

我们有

lim
k→∞

s
N‖uk‖

N
s =c+∫Ω

F(x,
 

u)dx

利用条件(F3)和(8)式,
 

可知

lim
k→∞

 

N
s∫Ω

F(x,
 

uk)dx≤lim
k→∞

 
θ∫Ω

F(x,
 

uk)dx≤

lim
k→∞

 ∫Ω
f(x,

 

uk)ukdx=

lim
k→∞

 
‖uk‖

N
s =

N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  (9)

所以c≥0.
 

利用(8)式,
 

可得对 ∀v∈C∞
0 (Ω),

 

有

<u,
 

v>
s,Ns

=∫Ω
f(x,

 

u)vdx

利用C∞
0 (Ω)在W

s,Ns
0 (Ω)中的稠密性,

 

所以,
 

u 是问题(1)的一个弱解.
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接下来,
 

将分成3种情形讨论:
 

在W
s,Ns
0 (Ω)中,

 

当k→ ∞ 时,
 

uk →u.
情形1 c=0.
此时,

 

有

0≤J(u)=
s
N‖u‖

N
s -∫Ω

F(x,
 

u)dx≤

lim
 

inf
k→∞

 

s
N‖uk‖

N
s -∫Ω

F(x,
 

u)dx=

lim
 

inf
k→∞

 
J(uk)=0

这说明

s
N‖u‖

N
s =∫Ω

F(x,
 

u)dx

且当k→ ∞ 时,
 

‖uk‖ → ‖u‖.
情形2 c>0且u=0.
在此种情形下,

 

由(7)式和(8)式,
 

我们有

lim
k→∞
‖uk‖

N
s =lim

k→∞
 ∫Ω
f(x,

 

uk)ukdx=
N
sc   ∫Ω

F(x,
 

uk)dx=0

这是不可能成立的.
 

因为f 是临界增长的,
 

那么,
 

对 ∀ε>0和ζ>1,
 

存在tε >0和Cε,ζ >0,
 

使得当

|t|≥tε,
 

x ∈Ω 时,
 

有

|f(x,
 

t)|ζ ≤Cε,ζe
α0(1+ε)

 

|t|
N

N-s

(10)

故有

∫Ω
|f(x,

 

uk)|ζdx=∫{|uk|≤tε}
|f(x,

 

uk)|ζdx+∫{|uk|>tε}
|f(x,

 

uk)|ζdx≤

C max
Ω×[-tε,

 

tε]
|f(x,

 

t)|ζ +Cε,ζ∫Ω
e

α0(1+ε)
 

|uk|
N

N-s

dx

由

c<
s
N

αN,s

α0  
N-s
s

可知存在η∈ (0,
 

1),
 

使得

c=(1-η)
s
N

αN,s

α0  
N-s
s

又因为 ‖uk‖
N
s →

N
sc,

 

所以,
 

存在kη >0,
 

使得对 ∀k≥kη,
 

有

‖uk‖
N

N-s ≤ (1-η)
s

N-s αN,s

α0  
故

α0(1+ε)‖uk‖
N

N-s ≤ (1+ε)(1-η)
s

N-sαN,s

只需取ε>0足够小,
 

使得α0(1+ε)‖uk‖
N

N-s ≤αN,s 成立,
 

那么

∫Ω
e

α0(1+ε)|uk|
N

N-s

dx=∫Ω
e

α0(1+ε)‖uk‖
N

N-s uk
‖uk‖
  

N
N-s

dx≤C

由分数阶Trudinger-Moser不等式(2)可知,
 

存在ζ>1,
 

使得
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∫Ω
|f(x,

 

uk)|ζdx≤C (11)

由(11)式和(8)式,
 

取v=uk,
 

再由Hölder不等式,
 

当k→+∞ 时,
 

我们可得

‖uk‖
N
s ≤Cεk +∫Ω

|f(x,
 

uk)|ζdx  
1
ζ

∫|uk|ζ'dx  
1
ζ'

→0

其中1
ζ

+
1
ζ'

=1,
 

并且ζ>1.
 

因此c=0,
 

这与所假设的c>0矛盾.

情形3 c>0且u≠0.
在此情形中,

 

我们将证c=J(u),
 

同时,
 

这也说明了

lim
k→+∞

‖uk‖
N
s =

N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  =N
s J(u)+∫Ω

F(x,
 

u)dx  =‖u‖
N
s

事实上,
 

在W
s,Ns
0 (Ω)中,

 

由范数的弱下半连续性知

‖u‖
N
s ≤lim

 

inf
k→∞

‖uk‖
N
s

因此J(u)≤c.
 

反证法,
 

假设J(u)<c,
 

它等价于

‖u‖
N
s ≤

N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  
取

vk =
uk

‖uk‖
   v=u N

s c+∫Ω
F(x,

 

u)dx  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -
s
N

因为在W
s,Ns
0 (Ω)中,

 

vk⇀v,
 

v≠0,
 

‖vk‖=1且‖v‖≤1,
 

所以,
 

由引理2,
 

对∀1<p<
1

1-‖v‖
N
s  

s
N-s

,
 

可得

sup
k

 ∫Ω
e

pαN,s|vk|
N

N-s

dx<+∞

紧接着,
 

当ζ>1时,
 

将估计f(x,
 

uk)的Lζ 范数.
 

由引理2和(10)式可得

∫Ω
|f(x,

 

uk)|ζdx=∫{|uk|≤tε}
|f(x,

 

uk)|ζdx+∫{|uk|>tε}
|f(x,

 

uk)|ζdx≤

C max
Ω×[-tε,

 

tε]
|f(x,

 

t)|ζ +Cε,ζ∫Ω
e

α0(1+ε)
 

|uk|
N

N-s

dx≤C

其中,
 

对 ∀1<p<
1

(1-‖v‖
N
s)

s
N-s

,
 

需满足α0(1+ε)‖uk‖
N

N-s ≤pαN,s.
 

由v 的定义可得

1

1-‖v‖
N
s
=

N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  
N
sc+

N
s∫Ω

F(x,
 

u)dx-‖u‖
N
s
=
c+∫Ω

F(x,
 

u)dx
 

c-J(u)

因为

lim
k→∞
‖uk‖

N
s =

N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  
所以

α0
αN,s

(1+ε)‖uk‖
N

N-s ≤
α0
αN,s

(1+2ε)
N
s c+∫Ω

F(x,
 

u)dx  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

s
N-s

=
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α0
αN,s

(1+2ε)
N
s

c-J(u)

1-‖v‖
N
s

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

s
N-s

<
1

(1-‖v‖
N
s)

s
N-s

其中

α0
αN,s

(1+2ε)
N
s  

s
N-s

<
1

(c-J(u))
s

N-s

即

(1+2ε)
N-s
s (c-J(u))<

s
N

αN,s

α0  
N-s
s

(12)

由J(u)≥0和c<
s
N

αN,s

α0
  

N-s
s

,
 

可选取ε>0,
 

使得(12)式成立.

定理1的证明  由引理3可知,
 

J 存在一个(PS)c 序列{uk},
 

并且

c=inf
γ∈Γ

 max
0≤t≤1

 I(γ(t))≥α

由命题1,
 

我们只需证

c<
s
N

αN,s

α0  
N-s
s

事实上,
 

由Sobolev嵌入,
 

存在函数w(x),
 

使得

∫Ω
|w(x)|qdx=1

且 ‖w‖=Sq.
 

从引理3􀃡,
 

可推断出:
 

当t→+∞ 时,
 

有J(tw)→-∞.
 

因此,
 

由条件(F5)可得

c≤max
t≥0

 
J(tw)=max

t≥0
 

s
Nt

N
sSq

N
s -∫Ω

F(x,
 

tw)dx  ≤
max
t≥0

s
Nt

N
sS

N
s
q -

tq

q
Cq  = s

N -
1
q  S

Nq
qs-N
q

C
Ns

qs-N
q

<
s
N

αN,s

α0  
N-s
s
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Laplacian
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with
 

Critical
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Growth
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China

Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

consider
 

the
 

existence
 

of
 

nontrivial
 

solutions
 

to
 

a
 

fractional
 

quasilinear
 

prob-

lem,
 

whose
 

nonlinear
 

term
 

is
 

related
 

to
 

the
 

fractional
 

Trudinger-Moser-type
 

inequality.
 

The
 

associated
 

en-

ergy
 

functional
 

lacks
 

compactness,
 

because
 

the
 

nonlinear
 

term
 

f(x,
 

u)
 

is
 

of
 

critical
 

exponential
 

growth,
 

which
 

behaves
 

like
 

eα|u|
N

N-s
 

as
 

u→+∞
 

for
 

some
 

α>0.
Key

 

words:
 

existence
 

of
 

solutions;
 

fractional
 

Trudinger-Moser
 

inequality;
 

critical
 

exponent
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等:
 

带有临界指数增长的分数阶问题解的存在性


