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摘要:介绍了拟Harmanci-内射模的概念,
 

并给出了一些性质及刻画.
 

特别地,
 

证明了在任意环R 上,
 

(SMF,
 

NHI)

构成遗传的余挠对,
 

其中 NHI是拟 Harmanci-内射模类,
 

SMF是强 Matlis平坦模类.
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本文中R 指有单位元的结合环,
 

E(R)代表左R-模R 的内射包络.
内射模作为同调代数的主要研究对象之一,

 

对同调代数的发展起着至关重要的作用.
 

近年来很多学者

在推广内射模方面做了许多工作.
 

文献[1]定义了 Whitehead模:
 

设M 是右R-模,
 

如果Ext1R(M,
 

R)=0,
 

则称右 R-模 M 是 Whitehead模.
 

作为 Whitehead模的对偶,
 

文献[2]定义了 Matlis内射模:
 

如果

Ext1R(E(R),
 

M)=0,
 

则称左R-模 M 是 Matlis内射模.
 

文献[3]给出了 Matlis平坦模的定义:
 

如果

TorR
1(M,

 

E(R))=0,
 

则称右R-模M 是Matlis平坦模.
 

借助Matlis平坦模,
 

文献[4]给出了Harmanci-内

射模的定义:
 

如果对任意Matlis平坦右R-模N,
 

都有Ext1R(N,
 

M)=0,
 

则称右R-模M 是Harmanci-内

射模.
 

同时,
 

文献[4]研究了 Harmanci-内射模的性质,
 

证明了 Harmanci-内射模类是一个余挠对的右部

分,
 

并且该余挠对是遗传的当且仅当对任意Harmanci-内射右R-模M,
 

都有E(M)/M 是Harmanci-内射

的,
 

其中E(M)是M 的内射包络.
本文进一步优化Harmanci-内射模的概念,

 

介绍并研究了拟Harmanci-内射模.
 

特别地,
 

证明了在任意

环上,
 

拟Harmanci-内射模类是一个遗传的余挠对的右部分(见定理1).
定义1 设R 是环.

 

如果对任意的i≥1,
 

有TorR
i(M,

 

E(R))=0,
 

则称右R-模M 是强 Matlis平坦

模.
命题1 设R 是环.

 

则:


 

强 Matlis平坦模类对扩张封闭;


 

强 Matlis平坦模类对直和项封闭.
证  

 

设0 →A →B →C →0是右R-模的短正合列,
 

并且A,C 是强Matlis平坦模.
 

则对任

意的i≥1,
 

有

TorR
i(A,

 

E(R))=TorR
i(C,

 

E(R))=0
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用-RE(R)作用到上述短正合列上得到正合列

… →TorR
i(A,

 

E(R)) →TorR
i(B,

 

E(R)) →TorR
i(C,

 

E(R)) → …

故TorR
i(B,

 

E(R))=0,
 

从而B 是强 Matlis平坦模.


 

设M =M1 M2 是强 Matlis平坦模,
 

则对任意的i≥1,
 

有TorR
i(M,

 

E(R))=0.
 

又因为

TorR
i(M,

 

E(R))≅TorR
i(M1,

 

E(R))TorR
i(M2,

 

E(R))

所以

TorR
i(M1,

 

E(R))=
 

TorR
i(M2,

 

E(R))=0
故M1,M2 是强 Matlis平坦模.

定义2 设R 是环.
 

如果对任意强Matlis平坦右R-模N,
 

都有Ext1R(N,
 

M)=0,
 

则称右R-模M 是

拟Harmanci-内射模.
命题2 设R 是环,

 

则:


 

拟Harmanci-内射右R-模的直积是拟Harmanci-内射的;


 

拟Harmanci-内射右R-模的直和项是拟Harmanci-内射的;


 

拟Harmanci-内射右R-模的类对扩张封闭.

证 
 

设{Mi}i∈I 是拟Harmanci-内射右R-模簇,
 

M =∏
i∈I

Mi,
 

并且N 是强Matlis平坦右R-模.
 

则

有Ext1R(N,
 

M)≅∏
i∈I
Ext1R(N,

 

Mi)=0,
 

所以M 是拟Harmanci-内射的.


 

设M= M1M2是拟Harmanci-内射右R-模,
 

并且N 是强Matlis平坦右R-模.
 

则Ext1R(N,
 

M)=0.
 

又因为Ext1R(N,
 

M)≅Ext1R(N,
 

M1)Ext1R(N,
 

M2),
 

故得Ext1R(N,
 

M1)=Ext1R(N,
 

M2)=0.
 

从而M1

和M2 都是拟Harmanci-内射的.


 

设0 →M →K →L →0是右R-模的短正合列,
 

并且M,L 是拟Harmanci-内射模.
 

令N 是

强 Matlis平坦右R-模.
 

用HomR(N,
 

-)作用到上述短正合列得到正合列

… →Ext1R(N,
 

M) →Ext1R(N,
 

K) →Ext1R(N,
 

L) → …

由假设得到Ext1R(N,
 

M)=Ext1R(N,
 

L)=0,
 

故得Ext1R(N,
 

K)=0.
 

从而K 是拟Harmanci-内射模.
命题3 设M 是拟Harmanci-内射右R-模,

 

K 是M 的子模,
 

并且K 的内射维数小于等于1.
 

则M/K
是拟Harmanci-内射模.

证  由于K 是M 的子模,
 

所以得到正合列0 →K →M →M/K →0.
 

设N 是强Matlis平坦

右R-模,
 

用HomR(N,
 

-)作用到上述短正合列得到正合列

… →Ext1R(N,
 

M) →Ext1R(N,
 

M/K) →Ext2R(N,
 

K) → …

因为M 是拟Harmanci-内射模,
 

K 的内射维数小于等于1,
 

则Ext1R(N,
 

M)=0,
 

并且Ext2R(N,
 

K)=0,
 

故

得Ext1R(N,
 

M/K)=0.
 

从而M/K 是拟Harmanci-内射模.
定义3 如果M 是某个内射模的同态像,

 

则称R-模M 是h-可除的.
命题4 设R 是环.

 

则以下结论等价:


 

拟Harmanci-内射右R-模类对同态像封闭;


 

任意h-可除右R-模是拟Harmanci-内射模;


 

任意强 Matlis平坦右R-模的投射维数小于等于1.
证  ⇒ 注意到内射模是拟Harmanci-内射的,

 

故得.

⇒ 设M 是任意右R-模,
 

E(M)是M 的内射包络,
 

N 是强Matlis平坦右R-模.
 

用HomR(N,
 

-)

作用到短正合列0 →M →E(M) →E(M)/M →0,
 

得到正合列

… →Ext1R(N,
 

E(M)/M) →Ext2R(N,
 

M) →Ext2R(N,
 

E(M)) → …
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因为E(M)/M 是h-可除的,
 

所以由  知 Ext1R(N,
 

E(M)/M)=0.
 

而 Ext2R(N,
 

E(M))=0,
 

故得

Ext2R(N,
 

M)=0.
 

从而N 的投射维数小于等于1.

⇒ 设M 是拟 Harmanci-内射右R-模,
 

K 是M 的子模,
 

N 是强 Matlis平坦右R-模.
 

用

HomR(N,
 

-)作用到短正合列0 →K →M →M/K →0,
 

得到正合列

… →Ext1R(N,
 

M) →Ext1R(N,
 

M/K) →Ext2R(N,
 

K) → …

由M 的拟Harmanci-内射性和  得到Ext1R(N,
 

M)=0=Ext2R(N,
 

K),
 

故Ext1R(N,
 

M/K)=0.
 

从而

M/K 是拟Harmanci-内射的.
命题5 设有右R-模短正合列

T1:
 

0 →M
f1
→B

g1
→C →0

T2:
 

0 →M
f2
→D

g2
→E →0

其中C,E 是强 Matlis平坦右R-模,
 

B,D 是拟Harmanci-内射模.
 

则B E ≅D C.
证  用HomR(-,

 

B)作用到短正合列T2,
 

得到正合列

0 →HomR(E,
 

B)
g*
2
→HomR(D,

 

B)
f*
2
→HomR(M,

 

B) →Ext1R(E,
 

B) → …

由于E 是强Matlis平坦右R-模,
 

B 是拟Harmanci-内射模,
 

故Ext1R(E,
 

B)=0,
 

因此f*
2 是满态射,

 

故存

在态射h∈HomR(D,
 

B),
 

使得f*
2(h)=hf2=f1.

 

故可得如下交换图:

从而可得正合列0 →M →M D →B E →C →0.
 

考虑如下列正合的交换图:

得到正合列0 →D →B E →C →0.
 

由于C 是强 Matlis平坦右R-模,
 

D 是拟Harmanci-内射

模,
 

所以Ext1R(C,
 

D)=0,
 

所以上述正合列可裂,
 

从而B E ≅D C.
引理1 设M 是右R-模.

 

则以下结论等价:


 

M 是拟Harmanci-内射模;


 

对任意强 Matlis平坦右R-模N 以及任意k≥0,
 

有Extk+1
R (N,

 

M)=0;


 

若C是强Matlis平坦右R-模,
 

则任意右R-模正合列0 →A →B →C →0是HomR(-,
 

M)
正合列.

证 ⇒ 结论对k=0显然成立.
 

令k≥1.
 

假设结论对k-1成立.
 

现在证明结论对k也成立.
 

令N 是强 Matlis平坦右R-模,
 

考虑短正合列0 →K →P →N →0,
 

其中P 是投射模.
 

对i≥1,
 

用-RE(R)作用到上述正合列,
 

得到正合列

0=TorR
i+1

 (P,
 

E(R)) →TorR
i+1

 (N,
 

E(R)) →TorR
i

 (K,
 

E(R)) →TorR
i

 (P,
 

E(R))=0
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从而TorR
i+1

 (N,
 

E(R))≅TorR
i

 (K,
 

E(R)).
 

由N 是强 Matlis平坦右R-模得TorR
i+1

 (N,
 

E(R))=0,
 

故

得TorR
i

 (K,
 

E(R))=0.
 

所以K 是强Matlis平坦右R-模,
 

由归纳假设知ExtkR(K,
 

M)=0.
 

因此Extk+1
R (N,

 

M)≅ExtkR(K,
 

M)=0.
⇒ 用HomR(-,

 

M)作用正合列0 →A →B →C →0,
 

由  得到正合列

0 →HomR(C,
 

M) →HomR(B,
 

M) →HomR(A,
 

M) →Ext1R(C,
 

M)=0
故  得证.

⇒ 令C 是强 Matlis平坦右R-模,
 

考虑正合列0 →A →P →C →0,
 

其中P 是投射

模.
 

用HomR(-,
 

M)作用得到正合列

0 →HomR(C,
 

M) →HomR(P,
 

M) →HomR(A,
 

M) →Ext1R(C,
 

M) →Ext1R(P,
 

M)=0
由  知0 →HomR(C,

 

M) →HomR(P,
 

M) →HomR(A,
 

M) →0正合.
 

故Ext1R(C,
 

M)=0,
 

即

M 是拟Harmanci-内射的.
引理2 设R 是环,

 

令0 →A →B →C →0是右R-模的正合列,
 

则:


 

若A,B 是拟Harmanci-内射模,
 

则C 也是拟Harmanci-内射模;


 

若B,C 是强 Matlis平坦模,
 

则A 也是强 Matlis平坦模.
证   设N 是强Matlis平坦模,

 

用HomR(N,
 

-)作用正合列0 →A →B →C →0,
 

得到

正合列

… →Ext1R(N,
 

B) →Ext1R(N,
 

C) →Ext2R(N,
 

A) → …

由A,B 是拟Harmanci-内射模知Ext1R(N,
 

B)=0,
 

再由引理1知Ext2R(N,
 

A)=0,
 

因此Ext1R(N,
 

C)=0.
 

所以C 也是拟Harmanci-内射模.

 对i≥1,
 

用-RE(R)作用正合列0 →A →B →C →0,
 

得到正合列

… →TorR
i+1(C,

 

E(R)) →TorR
i(A,

 

E(R)) →TorR
i(B,

 

E(R)) → …

由于B,C是强Matlis平坦右R-模,
 

故有TorR
i+1(C,

 

E(R))=0,
 

并且TorR
i(B,

 

E(R))=0,
 

因此TorR
i(A,

 

E(R))=0,
 

故A 是强 Matlis平坦右R-模.
引理3 设R 是环.

 

则HomZ(E(R),
 

Q/Z)是拟Harmanci-内射模.
证  设N 是强 Matlis平坦右R-模,

 

故有TorR
1(N,

 

E(R))=0.
 

根据同构

Ext1R(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))≅HomZ(TorR
1(N,

 

E(R)),
 

Q/Z))

知Ext1R(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))=0.
 

因此HomZ(E(R),
 

Q/Z)是拟Harmanci-内射模.
以下余挠对的定义由文献[5]首先提出(也可参见文献[6]的定义7.1.2).
定义4[5-6] 令A,B是由右R-模构成的类.

 

记

A⊥={B|对任意A ∈A有Ext1R(A,
 

B)=0}
⊥B={A|对任意B ∈B有Ext1R(A,

 

B)=0}

如果A⊥= B且⊥B= A,
 

则称(A,
 

B)是余挠对.
 

如果对任意A∈A,
 

B∈B及i≥1,
 

都有ExtiR(A,
 

B)=0,
 

则称余挠对(A,
 

B)是遗传的.
用SMF表示由所有强 Matlis平坦右R-模构成的类,

 

NHI表示由所有拟Harmanci-内射右R-模构成

的类.
定理1 令R 是环,

 

则(SMF,
 

NHI)是遗传的余挠对.
证 由拟Harmanci-内射模的定义得到SMF⊥

 

=NHI,
 

并且SMF⊆⊥NHI.
 

下证SMF⊇⊥NHI.
 

设N ∈
⊥NHI.

 

由引理3知HomZ(E(R),
 

Q/Z)是拟Harmanci-内射模,
 

故Ext1R(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))=0.
 

取

正合列0 → HomZ(E(R),
 

Q/Z) →I →C →0,
 

其中I 是内射模.
 

用 HomR(N,
 

-)作用得到

Ext2R(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))≅Ext1R(N,
 

C).
 

由引理3知HomZ(E(R),
 

Q/Z)是拟Harmanci-内射模.
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再由引理2知C也是拟Harmanci-内射模,
 

因此Ext1R(N,
 

C)=0,
 

故Ext2R(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))=0.
 

如此继续可得,
 

对任意i≥1有ExtiR(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))=0,
 

因此由文献[7]的推论10.63得到同

构ExtiR(N,
 

HomZ(E(R),
 

Q/Z))≅HomZ(TorR
i(N,

 

E(R)),
 

Q/Z),
 

则TorR
i(N,

 

E(R))=0,
 

从而N
是强 Matlis平坦模,

 

故SMF⊇⊥NHI,
 

所以(SMF,
 

NHI)是余挠对.
 

再由引理2和文献[8]的定理2.1.4得

到余挠对(SMF,
 

NHI)是遗传的.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

introduce
 

the
 

concept
 

of
 

quasi-Harmanci
 

injective
 

modules
 

and
 

give
 

their
 

char-

acterizations.
 

Let
 

NHI
 

denote
 

the
 

class
 

of
 

quasi-Harmanci
 

injective
 

modules
 

and
 

SMF
 

denote
 

the
 

class
 

of
 

strongly
 

Matlis
 

flat
 

modules.
 

We
 

prove
 

that
 

over
 

an
 

arbitrary
 

ring
 

R,
 

the
 

pair
 

(SMF,
 

NHI)
 

is
 

a
 

hereditary
 

cotorsion
 

pair.
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