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摘要:研究了一类具有交叉扩散项的捕食 食饵模型在齐次Dirichlet边界条件下分歧正解的存在性.
 

首先利用极大

值原理得到正解的先验估计;
 

接着,
 

借助Crandall-Rabinowitz分歧理论,
 

得到局部分歧正解的存在性;
 

再将局部分

歧延拓为全局分歧,
 

从而给出捕食者与食饵在一定条件下可以共存的条件;
 

最后,
 

利用谱分析的方法得到了关于分

歧解稳定性的一个条件.
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近年来,
 

随着种群生态学的发展,
 

捕食系统已经成为数学和生物学领域的一个重要课题,
 

据此研究者

已经建立了包括Lotka-Volterra模型、
 

比率型、
 

Holling-Leslie模型等在内的多种捕食食饵模型.
 

文献[1]给

出如下带有扩散项的Holling-Leslie捕食食饵模型

ut-d1Δu=u(1-u)-
u2v

mv2+u2 x∈Ω,
 

t>0

vt-d2Δv=vb-
v
u  x∈Ω,

 

t>0

u(x,
 

0)=u0 ≥0,
 

v(x,
 

0)=v0 ≥0 x∈Ω

􀆟νu=􀆟νv=0 (x,
 

t)∈􀆟Ω×(0,
 

∞)
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文献[1]主要研究该系统周期轨道的存在性和非常数正解的全局稳定性.
 

文献[2]主要研究系统(1)中b=1
的情况下正解存在性与其分歧解的局部和全局稳定性.

首先,
 

对于系统(1)考虑到食饵u严重匮乏引起捕食其他种类,
 

以及物种在空间上分布不均匀的情况,
 

文献[3]基于实验得到了优化的Leslie-Gower型反应函数
a1y

k1+x
,

 

其中x,y 分别表示食饵和捕食者的种群

密度,
 

a1 表示食饵最大消耗率,
 

k1 表示环境对食饵的保护程度,
 

相关的修正的动力学行为模型也取得了很

多研究成果[3-5].
其次,

 

种群间的相互影响在种群扩散中起着非常重要的作用[6-12].
 

其中:
 

文献[6]解释了一类具有交叉
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扩散项的生物意义并讨论捕食食饵模型非常数正解存在性;
 

文献[7-8]
 

研究了一类带交叉扩散项的的局部

分歧正解情况;
 

文献[9]研究了空间不均匀环境下带交叉扩散项的Lotka-Volterra竞争模型正解问题.
 

然而

目前在齐次Dirichlet边界条件下研究带有交叉扩散项和优化的Leslie-Gower型反应函数系统的研究工作所

见不多.
 

故本文受文献[4,7-8]的启发在文献[1]的基础上研究如下带有修正的Leslie-Gower模型和交叉扩

散项的竞争模型

ut-Δ(1+αv)u=au-u2-
u2v

mv2+u2 x∈Ω,
 

t>0

vt-Δ(1+βu)v=bv-
v2

k+u x∈Ω,
 

t>0

u=v=0 x∈􀆟Ω,
 

t>0
u(x,

 

0)=u0 ≥0,
 

v(x,
 

0)=v0 ≥0 x∈Ω
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其中:
 

Δ为Lapalce算子;
 

Ω 为Rn 中具有光滑边界的有界开区域;
 

u,v分别表示食饵和捕食者的种群密度;
 

α,β,a,b,m,k都是正常数,
 

α 和β 代表交叉扩散系数,
 

a 和b分别表示食饵种群和捕食者种群的内禀增长

率,
 

齐次的Dirichlet边界条件意味着两个物种的居住区域Ω 被一个敌对的环境所包围.
在食物严重缺乏的情况下区别于模型(1)的反应函数,

 

模型(2)中优化的Leslie-Gower型反应函数表

明,
 

即使食饵数量急剧减少也不会对捕食者数量的增长产生较大的影响.
 

此外,
 

模型(2)中还增加了二者之

间的交叉扩散项,
 

这使模型更具有实际的生物意义.

1 正解的先验估计

考虑如下方程的特征值问题,
 

设q(x)∈C(Ω),
 

λ1(q(x))是下面边值问题的主特征值

-μΔψ+q(x)ψ=λψ,
 

x∈Ω;
 

ψ=0,
 

x∈􀆟Ω

λ1(q(x))关于q(x)递增.
 

记λ1(0)=λ1,
 

对应的主特征函数记作ψ1
 (ψ1 >0,

 

x ∈Ω).
考虑非线性边值问题

-Δu=u(a-u),
 

x∈Ω;
 

u=0,
 

x∈􀆟Ω (3)

若a<λ1,
 

则u=0是(3)式的唯一非负解;
 

若a>λ1,
 

则(3)式有唯一正解,
 

记为θa,
 

θa 关于a单调递增.
同理,

 

考虑非线性边值问题

-Δv=v(b-βv),
 

x∈Ω;
 

v=0,
 

x∈􀆟Ω (4)

若b<λ1,
 

则v=0是(4)式的唯一非负解;
 

若b>λ1,
 

则(4)式有唯一正解,
 

记为θb,
 

θb 关于b单调递增.
 

以上结论可参考文献[13].
令

U=(1+αv)u   V=(1+βu)v
由于

􀆟(U,
 

V)
􀆟(u,

 

v)=
(1+αv)(1+βu)-αβuv>0

因此在R2+={u≥0,
 

v≥0}上,
 

映射(u,
 

v) →(U,
 

V)是可逆且连续的,
 

(u,
 

v)是(U,
 

V)的函数,
 

且(u,
 

v)和(U,
 

V)之间存在一一对应关系,
 

则系统(1)的平衡态方程等价于如下椭圆系统

-ΔU=au-u2-
u2v

mv2+u2 x∈Ω

-ΔV=bv-
v2

k+u x∈Ω

U=V=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
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显然方程(5)存在平凡解(0,
 

0),
 

此外,
 

当a>λ1 时方程(5)存在平凡解(θa,
 

0);
 

当b>λ1 时方程(5)存

在平凡解(0,
 

kθb).
 

令C0(Ω)={U ∈C0(Ω):
 

U=0,
 

x ∈􀆟Ω},
 

并定义算子Law=-Δw-(a-2θa)w,
 

w ∈C2(Ω)∩C0(Ω).
 

易知,
 

算子La 的所有特征值都是正的,
 

这说明La 可逆.
引理1 若a≤λ1 或者b≤λ1,

 

则方程(5)没有正解.
证  假设方程(5)有正解(U,

 

V),
 

由方程(5)关于U 的方程可得

-ΔU=
U

1+αv
a-u-

uv
mv2+u2  <aU

两边同乘U,
 

在Ω 上积分,
 

结合Green公式得

∫Ω
|∇U|2dx=‖∇U‖22 <a‖U‖22

由Poincaré不等式知λ1‖U‖22<‖∇U‖22.
 

从而a>λ1,
 

同理可得b>λ1.
 

因此当a≤λ1 或b≤λ1 时,
 

方程(5)没有正解.
引理2 若a,b>λ1,

 

(U,
 

V)是方程(5)的任一正解,
 

则对于任意的x ∈Ω,
 

有

0<u(x)<U(x)≤M(a)=a(1+αa2)   0<v(x)<V(x)≤ (1+βM(a))·b(k+a)

  证  设存在x0 ∈Ω,
 

使得

U(x0)=max
x0∈Ω

U(x)

由于

0≤-ΔU(x0)=ua-u-
uv

mv2+u2  
从而有

u(x0)<a,
 

a>
u(x0)v(x0)

mv2(x0)+u2(x0)
>

u(x0)v(x0)
u2(x0)

进而有v(x0)<au(x0)<a2,
 

因此有

U(x)≤U(x0)=(1+αv(x0))u(x0)< (1+αau(x0))u(x0)≤a(1+αa2)

同理可得

v(x1)<b(k+u(x1))≤b(k+a)

V(x)≤V(x1)=(1+βu(x1))v(x1)≤ (1+βM(a))·b(k+a)

从而定理得证.

2 分歧正解的存在性

由于分歧正解的存在性与特征值问题密切相关,
 

因此在讨论分歧正解的存在性之前给出两个与分歧正

解存在性相关的特征值引理.

引理3[7] 设b>λ1,
 

则存在唯一的a=a*(b)∈(λ1,
 

+∞),
 

满足λ1
-b

1+βθa  =0, 

且a=a*(b)关

于b严格单调递增.

引理4[7] 设b>λ1,
 

则存在唯一的a=a*(b)∈(λ1,
 

+∞),
 

满足λ1
-a

1+αkθb  =0, 

且a=a*(b)

关于b严格单调递增.
设C1

0(Ω)={U ∈C1(Ω):
 

U|􀆟Ω=0}.
 

定义C1
0(Ω)中的范数为通常的Banach空间C1(Ω)中的范数.

 

令X=C1
0(Ω)×C1

0(Ω).
 

则X 是Banach空间.
 

固定b>λ1,
 

以a为分歧参数,
 

讨论系统(5)发自半平凡解
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曲线{(a;
 

U*,
 

v*)=(a;
 

θa,
 

0),
 

a>λ1}和{(a;
 

U*,
 

v*)=(a;
 

0,
 

kθb),
 

b>λ1}上的分歧正解.
令

f(u,
 

v)=au-u2-
u2v

mv2+u2   g(u,
 

v)=bv-
v2

k+u
其中(u,

 

v)是(U,
 

V)的函数,
 

将(3)式在(U,
 

V)=(θa,
 

0)处Taylor展开得

ΔU

ΔV
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

f(θa,
 

0)

g(θa,
 

0)
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

fu fv

gu gv

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

uU uV

vU vV

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

U-θa

V

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

Q1(a;
 

U-θa,
 

V)

Q2(a;
 

U-θa,
 

V)
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

0

0
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (6)

其中(6)式中偏导数均为(θa,
 

0)处的导数值,
 

Qi(a;
 

U-θa,
 

V)满足Qi(a;
 

U-θa,
 

V)(0,
 

0)=0,
 

i=1,

2,
 

且有

uU uV

vU vV

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

1+αv αu

βv 1+βu
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

-1

=
1

1+αv+βu
1+βu -αu

-βv 1+αv
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

  定理1 设a>λ1,
 

b>λ1,
 

则(a*;
 

θa,
 

0)∈R+×X 为系统(5)的分歧点,
 

且在(a*;
 

θa*
,

 

0)的邻

域内存在正解,
 

即

Γ* ={(a(s);
 

θa* +s(ϕ* +ϕ1(s)),
 

s(ψ* +ψ1(s))):
 

0<s<σ}

其中,
 

ϕ∈C0
1(Ω),

 

σ>0充分小,
 

(a(s);
 

ϕ1(s),
 

ψ1(s))是C1 连续函数,
 

且满足a(0)=a*,
 

ϕ1(0)=0,
 

ψ1(0)=0,
 

∫Ω
ψ1ψ* =0.

 

且

ϕ* =L-1
a -

αθa(a-2θa)+1
1+βθa

ψ*  
  证  在(6)式中,

 

令U=U-θa,
 

则有

G(a;
 

U,
 

V)=
ΔU+(a-2θa)U-

αθa(a-2θa)+1
1+βθa

V+Q1(a;
 

U,
 

V)

ΔV+
b

1+βθa
+Q2(a;

 

U,
 

V)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=0 (7)

显然G(a;
 

0,
 

0)=0.
 

记G(a;
 

U,
 

V)关于(U,
 

V)在(a*;
 

0,
 

0)处的Fréchet导数为L(a*;
 

0,
 

0).
 

经计

算L(a*;
 

0,
 

0)(ϕ,
 

ψ)=0等价于

-Δϕ-(a-2θa)ϕ=-
αθa(a-2θa)+1

1+βθa
ψ x∈Ω

-Δψ-
b

1+βθa
ψ=0 x∈Ω

ϕ=ψ=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)

如果ψ=0,
 

则由算子La*
可逆知ϕ=0,

 

则ϕ 不恒为0.
 

又λ1 -
b

1+βθa  =0, 

故有

ψ=ψ*,
 

ϕ=ϕ* =L-1
a* -

αθa(a-2θa)+1
1+βθa

ψ*  
因此算子L(a*;

 

0,
 

0)的核空间N(L(a*;
 

0,
 

0))=span{(ϕ*,
 

ψ*)T}.
 

令L*(a*;
 

0,
 

0)为L(a*;
 

0,
 

0)

的自伴算子,
 

经计算L*(a*;
 

0,
 

0)(ϕ,
 

ψ)=0等价于

-Δϕ-(a* -2θa*
)ϕ=0 x∈Ω

-Δψ-
b

1+βθa*
ψ=-

αθa*
(a-2θa*

)+1
1+βθa*

ϕ x∈Ω

ϕ=ψ=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)
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显然ϕ≡0.
 

由λ1 -
b

1+βθa  =0得ψ=ψ*.
 

所以得N(L(a*;
 

0,
 

0))=span{0,
 

ψ*}.
 

由Fredholm选择

定理知

R(L(a*;
 

0,
 

0))={(ϕ,
 

ψ)∈X:
 

∫Ω
ψψ* =0}

因此得

dimN(L(a*;
 

0,
 

0))=1   codimR(L(a*;
 

0,
 

0))=1

  令L1(a*;
 

0,
 

0)=D2
a(U,

 

V)G(a*;
 

0,
 

0).
 

接着用反证法说明L1(a*;
 

0,
 

0)(ϕ*,
 

ψ*)∉R(L(a*;
 

0,
 

0)).
 

假设存在(w0,
 

x0)∈X,
 

使得L1(a*;
 

0,
 

0)(ϕ*,
 

ψ*)=L(a*;
 

0,
 

0)(w0,
 

x0).
 

经过计算

L1(a*;
 

0,
 

0)(ϕ*,
 

ψ*)=

1-2
􀆟θa

􀆟aϕ* -
αθa(a-2θa)+1

1+βθa

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

θa

􀆟θa

􀆟aψ*

bβ
(1+βθa)2

􀆟θa

􀆟aψ*

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a=a*

(10)

那么有

-Δx0-
b

1+βθa*

x0=
bβ

(1+βθa)2
􀆟θa

􀆟a
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

a=a*
ψ*

两边同时乘ψ*,
 

然后在Ω 上积分,
 

结合Green公式得

∫Ω
(-Δψ* -

b
1+βθa

ψ*)x0dx=∫Ω

bβ
(1+βθa)2

􀆟θa

􀆟a
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

a=a*
ψ*

2dx

由于

-Δψ* -
b

1+βθa
=0

所以有

∫Ω

bβ
(1+βθa)2

􀆟θa

􀆟a
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

a=a*
ψ*

2dx=0 (11)

由于θa 关于a严格单调递增,
 

则(11)式左边大于0.
 

从而矛盾,
 

即L1(a*;
 

0,
 

0)(ϕ*,
 

ψ*)∉R(L(a*;
 

0,
 

0)).
至此,

 

由Grandall-Rabinowitz简单特征值局部分歧定理[12]知,
 

存在充分小的σ>0和C1 连续曲线

(a(s);
 

ϕ1(s),
 

ψ1(s)):
 

(-σ,
 

σ) →R×X,
 

使得a(0)=a*,
 

ϕ1(0)=ψ1(0)=0,
 

ϕ1(s),
 

ψ1(s)∈Z,
 

其

中X =Z⊕N(L(a*;
 

0,
 

0)),
 

(a(s);
 

U(x),
 

v(x))=(a(s);
 

s(ϕ* +ϕ1(s)),
 

s(ψ* +ψ1(s))),
 

满足

G(a(s);
 

U,
 

V)=0.
 

因此(a(s);
 

U(s),
 

V(s)),
 

(|s|<σ)是方程(5)的分歧解.
 

其中U(s)=θa* +s(ϕ* +

ϕ1(s)),
 

V(s)=s(ψ* +ψ1(s)).
同理可得发自半平凡解分支(a*;

 

0,
 

kθb)的局部分歧正解.

定理2 设a,b>λ1,
 

则(a*;
 

0,
 

kθb)∈R+×X 为系统(5)的分歧点,
 

且在(a*;
 

0,
 

kθb)的邻域内存

在正解,
 

即

Γ* ={(a(s);
 

s(ϕ* +ϕ2(s)),
 

θb +s(ψ* +ψ2(s))):
 

0<s<σ}

其中:
 

ψ* ∈C0
1(Ω),

 

σ>0充分小,
 

(a(s);
 

ϕ2(s),
 

ψ2(s))是C1 连续函数,
 

满足a(0)=a*,
 

ϕ2(0)=0,
 

ψ2(0)=0,
 

∫Ω
ϕ2ϕ* =0,

 

且

ψ* =L-1
b

θb
2-βkθb(b-2θb)
1+αkθb

ϕ*  
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3 局部分歧解的延拓

本节主要参照文献[11-12]中的方法,
 

将局部分支延拓为整体分支.
 

这里取P1= {u∈C1
0(Ω):

 

u(x)>

0,
 

x∈Ω,
 􀆟u
􀆟n<0

,
 

x∈􀆟Ω};
 

P= {(a,
 

U,
 

V)∈R+×X:
 

U,V∈P1}.

定理3 若a,b>λ1,
 

则由定理1给出的分歧正解Γ* 在正锥P 内可延拓为全局分歧,
 

并且存在常数

a∞ 充分大,
 

使得当a>a∞ 时,
 

全局分歧曲线随参数a 延伸到无穷.
证  (7)式等价于

U=(-Δ)-1 (a-2θa)U-
αθa(a-2θa)+1

1+βθa

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 V+(-Δ)-1Q1(a;

 

U,
 

V) x∈Ω

V=(-Δ)-1
b

1+βθa
V+(-Δ)-1Q2(a;

 

U,
 

V) x∈Ω

U=V=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

定义算子K:
 

R+×X →X 为

K(a;
 

U,
 

V)=

(-Δ)-1 (a-2θa)U-
αθa(a-2θa)+1

1+βθa

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 V+(-Δ)-1Q1(a;

 

U,
 

V)

(-Δ)-1
b

1+βθa
V+(-Δ)-1Q2(a;

 

U,
 

V)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=0 (13)

K(a;
 

U,
 

V)为X 的紧可微算子.
令K'(a)=D(U,

 

V)K(a;
 

0,
 

0).
 

设μ≥1是K(a)的一个特征值,
 

相应的特征值函数设为(ξ,
 

η)且不

恒为0,
 

经计算(ξ,
 

η)满足

-μΔξ-(a-2θa)ξ=-
αθa(a-2θa)+1

1+βθa
η x∈Ω

-μΔη-
b

1+βθa
η=0 x∈Ω

ξ=η=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(14)

若η≡0,
 

由算子(-μΔ-a+2θa)可逆知ξ≡0,
 

矛盾,
 

则η≠0.
 

令

ha(x)=-
b

1+βθa

则一定存在某个i(i=1,2,…),
 

使得λi(μ,
 

ha)=0.
 

对任意i,
 

λi(μ,
 

ha)关于μ≥1和a≥λ1 均严格单

调递增,
 

即λ1(μ,
 

ha)<λ2(μ,
 

ha)≤λ3(μ,
 

ha)≤ … →∞.
 

特别地,
 

λ1(μ,
 

ha)=0.
 

另外,
 

若存在某个

i(i=1,2,…),
 

使得λi(μ,
 

ha)=0,
 

则μ≥1一定为K'(a)的特征值.
 

换言之,
 

当且仅当有i存在使λi(μ,
 

ha)=0时,
 

μ ≥1是K'(a)的一个特征值.
令a>a*,

 

∀μ≥1,
 

i≥0有λi(μ,
 

ha*
)≥λ2(μ,

 

ha*
)>λ1(1,

 

ha*
).

 

因此,
 

K'(a)没有大于或等

于1的特征值.
 

此时有i(K(a;
 

·),
 

0)=1.
设存在充分小的γ 使得a* -γ<a<a* 且λ2(μ,

 

a* -γ)≥λ1(μ,
 

ha*
),

 

则对于 ∀μ≥1,
 

i≥2有

λi(μ,
 

ha)≥λ2(μ,
 

ha)>λ2(μ,
 

ha*-γ)≥λ1(μ,
 

ha*
)>λ1(1,

 

ha*
)=0.

 

因λ1(1,
 

ha)<λ1(1,
 

ha*
)=0,

 

lim
μ→∞

λ1(μ,
 

ha*
)= +∞ 且λ1(μ,

 

ha*
)关于μ 单调递增,

 

则存在唯一的μ1>1,
 

使λ1(μ,
 

ha*
)=0,

 

从而有

N(μ1I-K'(a))=span{ξ,
 

η}   dimN(μ1I-K')=1

其中η>0为下列方程特征值问题的主特征函数
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-μΔη-
b

1+βθa
η=0,

 

x∈Ω;
 

η=0,
 

x∈􀆟Ω (15)

其中

ξ=(μΔ+(a-2θa))-1×
αθa(a-2θa)+1

1+βθa
η  

  下面证μ1 的代数重数为1.
 

只需证

R(μ1I-K'(a))∩N(μ1I-K'(a))=0

若不然,
 

为了不失一般性,
 

设(ξ,
 

η)∈R(μ1I-K'(a)),
 

则存在(ξ,
 

η)∈X,
 

使得

(μ1I-K'(a))(ξ,
 

η)=(ξ,
 

η)

即

μΔη+
b

1+βθa
η=Δη,

 

x∈Ω;
 

η=0,
 

x∈􀆟Ω (16)

在(16)式的两端同乘以η,
 

利用Green公式在Ω 上积分得

∫Ω
ηΔηdx=∫Ω

(μ1Δη+
b

1+βθa
η)ηdx=∫Ω

(μ1Δη+
b

1+βθa
η)ηdx=0 (17)

另外,
 

结合(16)式可得

∫Ω
ηΔηdx=∫Ω

1
μ
dx=0

与ha <0矛盾.
 

故μ1 的代数重数为1.
 

因此当a* -γ<a<a* 时i(K(a;
 

·),
 

0)=-1.

由全局分歧定理知,
 

在R+×P内存在从(a*;
 

θa,
 

0)出发的连通分支C0满足G(a;
 

ξ,
 

η)=0且在(a*;
 

θa,
 

0)附近.
 

G(a;
 

U,
 

V)=0的所有零点都在定理1给出的那条分支曲线上.
 

记

C1=C0-{(a(s);
 

s(ϕ* +ϕ1(s)),
 

s(ψ* +ψ1(s))):
 

-σ<s<0}

C={(a;
 

U,
 

V):
 

U=θa +U,
 

V=V,
 

(a;
 

U,
 

V)∈C1}

则C 为系统(5)由(a*;
 

θa*
,

 

0)的解曲线,
 

在(a*;
 

θa*
,

 

0)的小邻域内有C ∈P,
 

而且分支C-{(a*;
 

θa*
,

 

0)}满足下列条件之一:

1)
 

C 连接了分歧点(a*;
 

θa*
,

 

0)和(a􀮨;
 

θa􀮨 ,
 

0),
 

其中I-K'(a􀮨)不可逆且a* ≠a􀮨;

2)
 

C 在R+×P 内由(a*;
 

θa*
,

 

0)延伸到 ∞.

下面证明C-{(a*;
 

θa*
,

 

0)}⊆P.
 

假设C-{(a*;
 

θa*
,

 

0)}⊈P,
 

则存在点{(a􀮨,
 

U􀮨,
 

V􀮨)}∈C-
{(a*;

 

θa*
,

 

0)}∩􀆟P 和序列{an,
 

Un,
 

Vn}⊆C∩P,
 

Un >0,
 

Vn >0,
 

使得n→ ∞ 时,
 

(an,
 

Un,
 

Vn)→

(a􀮨,
 

U􀮨,
 

V􀮨).
 

由于(un,
 

vn)和(Un,
 

Vn)之间存在一一对应的关系知(un,
 

vn)→(θa,
 

0).
 

因此U􀮨 ∈􀆟P1 或

V􀮨 ∈􀆟P1.

假设U􀮨 ∈􀆟P1,
 

那么U􀮨 ≥0,
 

x∈Ω.
 

则要么存在x0∈Ω,
 

使得U􀮨(x0)=0;
 

要么存在x0∈􀆟Ω,
 

使得

􀆟U􀮨

􀆟n|x0 =0.
 

显然由最大值原理知U􀮨 ≡0.
 

同理,
 

假设V􀮨 ∈􀆟P1,
 

则V􀮨 ≡0.
 

因此(U􀮨,
 

V􀮨)有下面3种可能:

1)
 

(U􀮨,
 

V􀮨)≡ (0,
 

0);

2)
 

(U􀮨,
 

V􀮨)≡ (θa,
 

0);

3)
 

(U􀮨,
 

V􀮨)≡ (0,
 

kθb).

首先利用反证法证明1)不成立.
 

假设存在序列αn → ∞,
 

an →a􀮨,
 

(Un,
 

Vn)在[L∞(Ω)]2 中收敛到
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(0,
 

kθb),
 

由于(un,
 

vn)和(Un,
 

Vn)之 间 存 在 一 一 对 应 的 关 系 知(un,
 

vn)→ (0,
 

kθb).
 

令U􀮨n =

Un

‖Un‖∞
,

 

则U􀮨n 满足下面方程

-ΔU􀮨n =
U􀮨n

1+αvn
a-un -

unvn

mvn
2+un

2  , 

x∈Ω;
 

U􀮨n =0,
 

x∈􀆟Ω

由LP 估计和Sobolev嵌入定理知U􀮨n →un(在C1 范数意义下),
 

且满足

-ΔU􀮨=0,
 

x∈Ω
 

,
 

U􀮨=0,
 

x∈􀆟Ω
所以U􀮨=0与 ‖Un‖∞ =1矛盾.

接着证明2)不成立,
 

假设(U􀮨,
 

V􀮨)≡ (θa,
 

0),
 

则当n→ ∞ 时(an;
 

Un,
 

Vn)→ (a􀮨;
 

θa,
 

0).
 

令V􀮨n =

Vn

‖Vn‖∞
,

 

则V􀮨n 满足下面方程

-ΔV􀮨n =
V􀮨n

1+βun
b-

vn

k+un  , 

x∈Ω

V􀮨n =0,
 

x∈􀆟Ω

由极大值原理知V􀮨 >0,
 

因此λ1 -
b

1+βθa  =0与a􀮨 ≠a* 矛盾.

通过以上讨论知3)成立,
 

即C-{(a*;
 

θa*
,

 

0)}⊆P.
 

因为‖Un‖∞,
 

‖Vn‖∞ 有界.
 

则全局分歧曲

线只能沿参数a 延伸到 ∞.

注1 注意到u(x)=
U

1+αv<U,
 

v(x)=
V

1+βu
<V,

 

由引理2知u,v 有界.

注2 注意到(u,
 

v)≥(0,
 

0)和(U,
 

V)≥(0,
 

0)之间存在一一对应的关系,
 

由定理1和定理2知模

型(5)存在分歧正解.

4 平凡解和半平凡解的稳定性

本节参考文献[14]的方法主要分析了系统(5)的平凡解和半平凡解的稳定性.
 

显然系统(5)的平凡解

是(0,
 

0),
 

半平凡解是(θa,
 

0)(a>λ1),
 

(0,
 

kθb)(b>λ1).
定理4 1)

 

若a<λ1 且b<λ1,
 

则平凡解(0,
 

0)是渐近稳定的;
 

相反地,
 

若a>λ1 或者b>λ1,
 

则

平凡解(0,
 

0)是不稳定的.

2)
 

假设a>λ1.
 

若λ1 -
b

1+βθa  >0, 

则(θa,
 

0)是渐近稳定的;
 

若λ1 -
b

1+βθa  <0, 

则(θa,
 

0)是

不稳定的.

3)
 

假设b>λ1.
 

若λ1 -
a

1+αkθb  >0, 

则(0,
 

kθb)是渐近稳定的;
 

若λ1 -
a

1+αkθb  <0, 

则

(0,
 

kθb)是不稳定的.
证  因为3种情况的证明过程相似,

 

所以在此只证定理4中的情况(2).
 

由线性化原理知,
 

(θa,
 

0)的

稳定性由下面特征值问题决定

-Δu-(a-2θa)u+[1+αθa(a-θa)]v=λu x∈Ω

-Δv-
b

1+βθa
v=λv x∈Ω

u=v=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(18)

311第1期      
 

 宋倩倩,
 

等:
 

一类带交叉扩散项的捕食 食饵模型全局分歧研究



由于(18)中的方程不是完全对称的,
 

需要考虑下面两个特征值问题

-Δu-(a-2θa)u=λu x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω (19)

和

-Δv-
b

1+βθa
v=λv x∈Ω

v=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (20)

由文献[14]知(18)式的特征值是(19)式和(20)式的组合.
 

分别记(19)式和(20)式的特征值为λ* 和λ*,
 

则有

λ* =λ1(2θa -a)>λ1(θa -a)=0
为了研究λ*,

 

因V=(1+βu)v,
 

则由主特征值的变分原理得

λ* = inf
V∈H10(Ω),

 

V≢0
 

∫Ω
|∇V|2dx+∫Ω

-b
1+βθa

V2dx

∫Ω
V2dx

则有λ* >λ1 -
b

1+βθa  , 

此时λ1 -
b

1+βθa  >0; 

λ* <λ1 -
b

1+βθa  , 

此时λ1 -
b

1+βθa  <0.
若λ1 -

b
1+βθa  >0, 

则系统(5)所有的特征值都是正的,
 

因此(θa,
 

0)是渐近稳定的;
 

另一方面,
 

若

λ1 -
b

1+βθa  <0, 

则系统(5)有一个负的特征值,
 

这说明(θa,
 

0)是不稳定的.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

existence
 

of
 

positive
 

solution
 

of
 

the
 

steady-state
 

system
 

for
 

the
 

predator-prey
 

model
 

with
 

cross-diffusion
 

is
 

studied
 

under
 

the
 

homogeneous
 

Dirichlet
 

boundary
 

condition.
 

First,
 

by
 

means
 

of
 

maximum
 

principle,
 

a
 

priori
 

estimate
 

is
 

established.
 

Next,
 

by
 

the
 

Crandall-Rabinowitz
 

local
 

bi-

furcation
 

theory,
 

the
 

existence
 

of
 

local
 

bifurcation
 

solution
 

is
 

obtained.
 

Then,
 

resorting
 

to
 

the
 

global
 

bi-

furcation
 

theory,
 

the
 

local
 

bifurcation
 

solution
 

is
 

extended
 

to
 

the
 

global
 

bifurcation
 

solution,
 

and
 

the
 

con-

ditions
 

under
 

which
 

the
 

predator
 

and
 

the
 

prey
 

can
 

co-exist
 

are
 

given.
 

Finally,
 

a
 

condition
 

for
 

the
 

stability
 

of
 

bifurcation
 

solution
 

is
 

obtained
 

by
 

spectral
 

analysis.
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words:
 

predator-prey;
 

Leslie-Gower;
 

cross-diffusion;
 

global
 

bifurcation;
 

spectral
 

analysis
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