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带加性噪声的随机波动方程的惯性流形逼近
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摘要:研究带加性噪声的波动方程惯性流形的 Wong-Zakai型逼近.
 

在分析了波动方程特征的基础上,
 

考虑了基于

不变流形下解的收敛,
 

证明带光滑噪声的波动系统的惯性流形逼近原系统的惯性流形.
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波动方程是最重要的数学物理方程之一,
 

它是关于时间的二阶偏微分方程,
 

描述了振动在介质中的传

播,
 

在光波、
 

声波和水波等自然现象中被广泛研究.
 

惯性流形和稳定流形等不变流形刻画了系统动力学特

征和有效行为.
 

文献[1]证明了随机波动方程不变流形的存在性;
 

文献[2]研究了随机波动方程的惯性流形

的存在性.
本文考虑带加性白噪声的随机波动方程

νutt+ut=Δu+f(u)+σW
·
(t),

 

t>0,
 

x∈D
u(0,

 

x)=u0(x),
 

ut(0,
 

x)=u1(x),
 

u(t,
 

0)=u(t,
 

π)=0 (1)

其中:
 

ν>0,
 

D=[0,
 

π],
 

W(t)是双边的L2(D)值的Q-维纳过程,
 

其协方差算子Q 满足trQ<∞.
 

假设

非线性项f 在L2(D)上是全局Lipschitz连续的,
 

并且Lipschitz常数是Lf.
由于维纳过程W(t)处处连续,

 

处处不可导,
 

文献[3-4]从数值模拟与计算角度研究了随机微分方程的

逼近;
 

文献[5]用光滑的Φε(t)去近似不光滑的W(t),
 

得到随机微分方程的刻画;
 

文献[6]通过一类平稳过

程研究了 Wong-Zakai型的近似.
考虑近似随机系统

νXε
tt+Xε

t =ΔXε +f(Xε)+σΦ
·ε(t),

 

0<ε≪1
Xε(0,

 

x)=Xε
0(x),

 

Xε
t(0,

 

x)=Xε
1(x),

 

Xε(t,
 

0)=Xε(t,
 

π)=0 (2)

方程(2)是色噪声Φ
·ε(t)驱动的[5].

 

Φε(t)处处连续,
 

处处光滑.
 

本文证明方程(2)的惯性流形收敛到(1)的
惯性流形.

1 预备知识

令L2(D)为(0,
 

π)上的平方可积函数的集合,
 

其范数为‖·‖L2(D)
,

 

内积为<·,
 

·>;
 

H1
0(D)表示通常
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的Sobolev空间W1,
 

2
0 (D)

[7],
 

其范数为 ‖·‖H10
;

 

设E:
 

=H1
0(0,

 

π)×L2(0,
 

π),
 

其范数为 ‖·‖E.
 

考

虑(0,
 

π)上是齐次Dirichlet边界条件的算子Δ,
 

那么算子Δ 在L2(D)上生成一个强连续半群eΔt(t≥0).
 

Δ 的特征值为λk= -k2(k=1,
 

2,
 

…),
 

相应地特征向量ek 在L2(D)上是标准正交基.
 

非线性项f:
 

R →R
是Lipschitz连续的,

 

即

‖f(u1)-f(u2)‖L2(D)≤Lf‖u1-u2‖H10

其中Lf 为Lipschitz常数.
令

A:
 

=
-
1
2νI

1
νI

1
4νI+Δ -

1
2νI

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

其中I为恒等算子.
方程(1)等价于下面的方程组

(u,
 

v)Τt =A(u,
 

v)Τ+(0,
 

f(u))Τ+(0,
 

σW
·
(t))Τ (3)

其中(u,
 

v)Τ ∈E.
方程(2)等价于下面的方程组

(Xε,
 

Yε)Τt =A(Xε,
 

Yε)Τ+(0,
 

f(Xε))Τ+(0,
 

σΦ
·ε(t))Τ (4)

算子A 的特征值是λ±
k = -1± 1-4νk2

2ν
,

 

k=1,2,…,
 

相应的特征向量是

e±
k:

 

=(ek,
 

±
1-4νk2

2 ek)Τ,
 

k=1,2,…

设

E1:
 

=span{e+
k:

 

k=1,
 

2,
 

…,
 

N},
 

E-1:
 

=span{e-
k:

 

k=1,
 

2,
 

…,
 

N}

E11:
 

=E1 􀱇E-1,
 

E22:
 

=span{e±
k:

 

k=N +1,
 

…},
 

E2:
 

=E-1 􀱇E22

  由ek 的正交性,
 

容易验证E1 ⊥E22,
 

E-1 ⊥E22.
 

再由文献[8]可知,
 

在E11 和E22 上定义新内积

<(u1,
 

v1),
 

(u2,
 

v2)>E11 =<νΔu1,
 

u2>+
1
4
<u1,

 

u2>+<v1,
 

v2>

<(u1,
 

v1),
 

(u2,
 

v2)>E22 =<Δu1,
 

u2>+(
1
4ν-2(N +1)2)<u1,

 

u2>+<v1,
 

v2>

有E1 ⊥E-1,
 

那么E1 ⊥E2.
 

显然,
 

E1 􀱇E2=E.
 

那么算子A 满足下面条件(指数二分性):

‖eAtP1x‖E ≤K
 

eαt‖x‖E,
 

t≤0

‖eAtP2x‖E ≤K
 

eβt‖x‖E,
 

t≥0 (5)

其中β<α<0,
 

K >0,
 

I=P1+P2.
 

记E1=P1E 和E2=P2E.
定义1 设(Ω,

 

F,
 

P)是一个完备概率空间,
 

θ={θt}t∈R 是Ω 上的变换族,
 

定义映射

θ:
 

(R×Ω,
 

B(R)􀱋F) →(Ω,
 

F)

如果映射θt 满足如下条件

􀃠θ0=idΩ,

􀃡
 

对t,
 

τ∈R,
 

有θt􀳱θτ:
 

=θtθτ =θt+τ,

􀃢
 

映射(t,
 

ω) →θtω 是B(R×F,
 

F)-可测,
 

且对任意t∈R,
 

有θtP=P,
则称(Ω,

 

F,
 

P,
 

θ)为驱动动力系统.
定义2 设(H,

 

dH)是一个完备度量空间,
 

如果映射
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ϕ:
 

(R×Ω×H,
 

B(R)􀱋F􀱋B(H)) →(H,
 

B(H))

满足下面性质

ϕ(0,
 

ω,
 

x)=x

ϕ(t+τ,
 

ω,
 

x)=ϕ(t,
 

θtω,
 

ϕ(t,
 

ω,
 

x)),
 

τ∈R,
 

ω∈Ω,
 

x∈H
则称θ 和ϕ 构成的二元组(θ,

 

ϕ)为一个随机动力系统.
定义3 对于随机动力系统ϕ(t,

 

ω,
 

x),
 

如果对任意的t≥0,
 

ω ∈Ω,
 

有

ϕ(t,
 

ω,
 

M(ω))⊂M(θtω)

那么随机集M(ω)称为正不变集.
定义4 如果不变集M(ω)能被一个Lipschitz

 

映射h(·,
 

ω):
 

E1 →E2表示,
 

其中E=E1􀱇E2,
 

并

满足M(ω)={(ξ,
 

h(ξ,
 

ω))|ξ∈E1},
 

那么M(ω)是一个Lipschitz
 

不变流形.
 

进一步,
 

如果E1 是一个

有限维并且M(ω)对轨道φ 是指数吸引的,
 

那么称M(ω)是一个随机惯性流形.
考虑一个Langevin方程

dzε =-
1
εzεdt+

1
εdW

(t)

zε(0)=
1
ε∫

0

-∞
e

s
εdW(s)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(6)

取定ε=
1
n
,

 

n=1,2,….
 

因此,
 

当n→ ∞ 时,
 

ε→0.
 

由文献[4],
 

方程(6)存在解

zε(θtω)=-∫
0

-∞

1
ε2
e

s
εθtω(s)ds=

1
εω(t)-∫

0

-∞

1
ε2
e

s
εω(t+s)ds

它具有轨道不变性和测度不变性[9].
 

定义

Φε(t):
 

=∫
t

0
zε(θsω)ds

  引理1[4] 设W(t)是R上的一个布朗运动,
 

那么对每一个固定的T >0,
 

当ε→0时,
 

Φε(t)在

[0,
 

T]上几乎处处一致收敛到W(t).
由文献[10]知,

 

(u*(ω),
 

v*(ω))Τ 和(X*(ω),
 

Y*(ω))Τ 分别是下面线性方程组的唯一稳态解

(u,
 

v)Τt =A(u,
 

v)Τ+(0,
 

σW
·
(t))Τ (7)

(X,
 

Y)Τt =A(X,
 

Y)Τ+(0,
 

σΦ
·ε(t))Τ (8)

实际上

(u*(ω),
 

v*(ω))Τ=∫
0

-∞
e-AsP2d(0,

 

σW(s))Τ+∫
0

∞
e-AsP1d(0,

 

σW(s))Τ (9)

(X*(ω),
 

Y*(ω))Τ=∫
0

-∞
e-AsP2d(0,

 

σΦε(s))Τ+∫
0

∞
e-AsP1d(0,

 

σΦε(s))Τ (10)

存在且分别生成下面的稳态解

(u*(θtω),
 

v*(θtω))Τ=∫
t

-∞
e-A(t-s)P2d(0,

 

σW(s))Τ+∫
t

∞
e-A(t-s)P1d(0,

 

σW(s))Τ (11)

(X*(θtω),
 

Y*(θtω))Τ=∫
t

-∞
e-A(t-s)P2d(0,

 

σΦε(s))Τ+∫
t

∞
e-A(t-s)P1d(0,

 

σΦε(s))Τ (12)

定义如下非线性函数

g1(ω,
 

u)=f(u+u*(θtω)),
 

g2(ω,
 

Xε)=f(Xε +X*(θtω))

那么gi(i=1,2)与f 有相同的Lipschitz常数.
考虑下面的方程组

(u,
 

v)Τt =A(u,
 

v)Τ+(0,
 

g1(θtω,
 

u))Τ (13)
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(Xε,
 

Yε)Τt =A(Xε,
 

Yε)Τ+(0,
 

g2(θtω,
 

X))Τ (14)

引入变换

T(ω,
 

(u,
 

v)Τ)=(u,
 

v)Τ-(u*(ω),
 

v*(ω))Τ

T-1(ω,
 

(u,
 

v)Τ)=(u,
 

v)Τ+(u*(ω),
 

v*(ω))Τ

Tε(ω,
 

(Xε,
 

Yε)Τ)=(Xε,
 

Yε)Τ-(X*(ω),
 

Y*(ω))Τ

T-1,
 

ε(ω,
 

(Xε,
 

Yε)Τ)=(Xε,
 

Yε)Τ+(X*(ω),
 

Y*(ω))Τ

  引理2[10] 假设(u,
 

v)Τ 和(Xε,
 

Yε)Τ 分别为方程组(13)和(14)
 

生成的随机动力系统,
 

那么

T-1(θtω,
 

(u,
 

v)Τ):
 

=(u,
 

v)Τ

和

T-1,
 

ε(θtω,
 

(Xε,
 

Yε)Τ):
 

=(Xε,
 

Yε)Τ

是随机动力系统,
 

对任意(u,
 

v)Τ ∈E 和(Xε,
 

Yε)Τ ∈E,
 

过程

(t,
 

ω) →(u(t,
 

ω,
 

(u,
 

v)Τ),
 

v(t,
 

ω,
 

(u,
 

v)Τ))Τ

和

(t,
 

ω) →(Xε(t,
 

ω,
 

(Xε,
 

Yε)Τ),
 

Yε(t,
 

ω,
 

(Xε,
 

Yε)Τ))Τ

分别是(3)式和(4)式的解.

2 惯性流形的 Wong-Zakai型逼近

首先考虑惯性流形的存在性.
 

用ϕ(t,
 

ω,
 

(u0,
 

v0)Τ)和ϕε(t,
 

ω,
 

(Xε
0,

 

Yε
0)Τ)分别表示(13)和(14)式

的解,
 

它们的初值分别表示为

ϕ(0,
 

ω,
 

(u0,
 

v0)Τ)=(P1(u0,
 

v0)Τ,
 

P2(u0,
 

v0)Τ)

和

ϕε(0,
 

ω,
 

(Xε
0,

 

Yε
0)Τ)=(P1(Xε

0,
 

Yε
0)Τ,

 

P2(Xε
0,

 

Yε
0)Τ)

  定义Banach空间

C-
η:

 

={ϕ∈C((-∞,
 

0],
 

E):
 

sup
t≤0

 
e-ηt‖ϕ(t)‖E < ∞}

其范数为

‖ϕ(·)‖C-
η
=sup

t≤0
 
e-η|t| ‖ϕ(t)‖E

  引理3[2] 如果Lf 满足

KLf
1

α-η
+
1

η-β  <1 (15)

那么方程组(13)有不变的Lipschitz流形

ME(ω)={(ξ,
 

h(ξ,
 

ω))|ξ∈E1}

其中h(·,
 

ω):
 

E1 →E2 为Lipschitz连续映射并且

h(ξ,
 

ω)=∫
0

-∞
e-AsP2(0,

 

g1(θsω,
 

ϕ(s,
 

ω,
 

ξ)))Τds

进一步,
 

如果

KLf
1

α-η
+
1

η-β  +K2LhLf
1

α-η
<0 (16)

那么ME(ω)是方程组(13)的随机惯性流形,
 

其中Lh 为h(ξ,
 

ω)的Lipschitz常数.
用文献[2]中类似的方法可得到方程组(14)的惯性流形如下.
引理4[2] 如果Lf 满足(15)式,

 

那么方程组(14)有不变的Lipschitz流形

ME
ε(ω)={(ξ,

 

hε(ξ,
 

ω))|ξ∈E1}
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其中hε(·,
 

ω):
 

E1 →E2 为Lipschitz连续映射并且

hε(ξ,
 

ω)=∫
0

-∞
e-AsP2(0,

 

g2(θsω,
 

ϕ(s,
 

ω,
 

ξ)))Τds

进一步,
 

如果(16)式成立,
 

那么ME
ε(ω)是方程组(14)的随机惯性流形.

注1 流形M􀮨E(ω)=T-1(ω,
 

M(ω))和M􀮨E
ε(ω)=T-1,

 

ε(ω,
 

ME
ε(ω))是方程组(3)和(4)的Lipschitz

惯性流形.
 

下面证明惯性流形的Wong-Zakai型逼近.
 

假设(u,
 

v)Τ和(Xε,
 

Yε)Τ分别是方程组(3)和(4)的

解,
 

对(u,
 

v)Τ 作如下变换

(u(t,
 

ξ),
 

v(t,
 

ξ))Τ=(u(t,
 

ξ+u*(ω))-u*(θtω),
 

v(t,
 

ξ+v*(ω))-v*(θtω))Τ (17)

其中(u*(θtω),
 

v*(θtω))Τ 是方程组(7)的稳态解.
 

可以得到(u,
 

v)Τ 满足方程组

(u,
 

v)Τt =A(u,
 

v)Τ+(0,
 

f(u+u*(θtω)))Τ

(u(0),
 

v(0))Τ=(u0,
 

v0)Τ (18)

惯性流形上的解(u,
 

v)Τ 如下

(u,
 

v)Τ=eAtP1(u0,
 

v0)Τ+∫
t

0
eA(t-s)P1(0,

 

f(u+u*(θsω)))Τds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2(0,

 

f(u+u*(θsω)))Τds (19)

对应的随机惯性流形的Lispchitz映射为

h((u0,
 

v0)Τ,
 

ω)=∫
0

-∞
eA(t-s)P2(0,

 

f(u+u*(θsω)))Τds (20)

相应地,
 

对(Xε,
 

Yε)Τ 作如下变换

(Xε(t,
 

ξ),
 

Yε(t,
 

ξ))Τ=(Xε(t,
 

ξ+X*(ω))-X*(θtω),
 

Yε(t,
 

ξ+Y*(ω))-Y*(θtω))Τ (21)

其中(X*(θtω),
 

Y*(θtω))Τ 是方程组(8)的稳态解.
 

可以得到(Xε,
 

Yε)Τ 满足方程组

(Xε,
 

Yε)Τt =A(Xε,
 

Yε)Τ+(0,
 

f(Xε +X*(θtω)))Τ

(Xε(0),
 

Yε(0))Τ=(Xε
0,

 

Yε
0)Τ (22)

惯性流形上的解(Xε,
 

Yε)Τ 如下

(Xε,
 

Yε)Τ=eAtP1(Xε
0,

 

Yε
0)Τ+∫

t

0
eA(t-s)P1(0,

 

f(Xε +X*(θsω)))Τds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2(0,

 

f(Xε +X*(θsω)))Τds (23)

对应的随机惯性流形的Lispchitz
 

映射为

hε((Xε
0,

 

Yε
0)Τ,

 

ω)=∫
0

-∞
eA(t-s)P2(0,

 

f(Xε +X*(θsω)))Τds (24)

  引理5 假设η<α<0,
 

(X*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω))Τ,
 

(u*(θ.ω),
 

v*(θ.ω))Τ 分别为方程组(8)和(7)

的稳态解,
 

那么当ε→0时,
 

有

‖(X*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω))Τ-(u*(θ.ω),
 

v*(θ.ω))Τ‖C-
η
→0

  证  由方程组(11)和(12)有

‖(X*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω))Τ
 

-(u*(θ.ω),
 

v*(θ.ω))Τ‖C-
η
=

sup
t≤0

 
e-ηs‖∫

t

-∞
e-A(t-s)P2σd(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ+

∫
s

∞
e-A(t-s)P1σd(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖E ≤
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sup
t≤0

 
e-ηs‖∫

s

∞
e-A(t-s)P1σd(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖E +

sup
t≤0

 
e-ηs‖∫

s

-∞
e-A(t-s)P2σd(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖E (25)

记不等式(25)的最后一个不等号后的两个加式分别为I1,I2.
 

对I1,
 

由分部积分得

∫
t

∞
e-A(t-s)P1σd(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ=

P1σ(0,
 

W(s)-Φε(s))Τ+∫
s

∞
e-A(t-s)P1Aσ(0,

 

W(r)-Φε(r))Τdr

I1 ≤sup
t≤0

 
e-ηs|P1σ|‖(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖E +

sup
t≤0

 
e-ηs∫

∞

s
e-A(t-s)|P1Cσ|‖(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖Edr≤

sup
t≤0

 
e-ηs|P1σ|‖(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖E +

sup
t≤0

 
e-ηs∫

∞

s
e-α(t-s)|P1Aσ|‖(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖Edr (26)

记不等式(26)的最后一个不等号后的两个加式分别为I11,I12,
 

易知,
 

当ε→0时有I11→0.
 

对I12,
 

通过引

理1,
 

对ε􀮨 >0,
 

δ>0,
 

存在T 使得e-δs‖W(s)-Φε(s)‖ ≤ε􀮨,

e-ηs∫
∞

s
e-α(t-s)|P1Cσ|‖(0,

 

W(r)-Φε(r))Τ‖Edr≤

e-ηs∫
∞

s
e-α(t-s)(0,

 

eδrε􀮨)Τ|P1Cσ|dr=

ε􀮨e(α-η)s∫
∞

s
(0,

 

e-(α-δ)r)Τ
 

|P1Cσ|dr≤

|P1Cσ|
e(α-η)s

α-δ

因此,
 

I12 <
ε􀮨|P1Aσ|

α-δ .
 

从而表明,
 

当ε→0,
 

I12 →0.
 

相似地,
 

当ε→0时,
 

I2 →0.
 

所以,
 

当ε→0时,
 

‖(X*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω))Τ-(u*(θ.ω),
 

v*(θ.ω))Τ‖C-
η
→0.

定理1 假设指数二分性条件(5)与条件(15)和(16)成立,
 

并且α<η<0,
 

那么对几乎所有的样本ω,
 

当ω →0时,
 

在C-
η 中方程组(3)的解逼近方程组(4)的解.

证  由(19)和(23)式,
 

有

‖(Xε(t),
 

Yε(t))Τ-(u(t),
 

v(t))Τ‖E ≤

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ+

∫
t

0
eA(t-s)P1Lf‖(0,

 

Xε +X*(θsω))Τ-(0,
 

u+u*(θsω))Τ‖Eds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2Lf‖(0,

 

Xε +X*(θsω))Τ-(0,
 

u+u*(θsω))Τ‖Eds≤

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ+∫
t

0
eA(t-s)P1Lf‖(0,

 

X*(θsω)-u*(θsω))Τ‖Eds+

∫
t

0
eA(t-s)P1Lf‖(0,

 

Xε -u(s))Τ‖Eds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2Lf‖(0,

 

X*(θsω)-u*(θsω))Τ‖Eds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2Lf‖(0,

 

Xε -u(s))Τ‖Eds (27)
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在(27)式不符项中同乘e-ηt,
 

有

e-ηt‖(Xε(t),
 

Yε(t))Τ-(u(t),
 

v(t))Τ‖E ≤

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ+

∫
t

0
eA(t-s)P1Lfeηs‖(0,

 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

0
eA(t-s)P1Lfeηs‖(0,

 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2Lfeηs‖(0,

 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

-∞
eA(t-s)P2Lfeηs‖(0,

 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η
ds

那么

‖(Xε(·),
 

Yε(·))Τ-(u(·),
 

v(·))Τ‖C-
η
≤

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ+

∫
t

0
eα(t-s)KLfe-η(t-s)‖(0,

 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

0
eα(t-s)KLfe-η(t-s)‖(0,

 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

-∞
eβ(t-s)KLfe-η(t-s)+‖(0,

 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
ds+

∫
t

-∞
eβ(t-s)KLfe-η(t-s)‖(0,

 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η
ds≤

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ+

KLf
1

α-β
+
1

η-β  ‖(0, 

X*(θ.(ω))-u*(θ.(ω)))Τ‖C-
η
+

KLf
1

α-β
+
1

η-β  ‖(0, 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η

而

eAtP1(X*(ω)-u*(ω),
 

Y*(ω)-v*(ω))Τ ≤K‖(X*(θ.ω)-u*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω)-v*(θ.ω))Τ‖C-
η

所以

‖(X*(·)-u*(·),
 

Y*(·)-v*(·))Τ‖C-
η
-

KLf
1

α-β
+
1

η-β  ‖(0, 

X*(·)-u*(·))Τ‖C-
η
≤

K‖(X*(θ.ω)-u*(θ.ω),
 

Y*(θ.ω)-v*(θ.ω))Τ‖C-
η
+

KLf
1

α-β
+
1

η-β  ‖(0, 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η

由引理4,
 

可得

‖(X*(·)-u*(·),
 

Y*(·)-v*(·))Τ‖C-
η
-

KLf
1

α-β
+
1

η-β  ‖(0, 

X*(·)-u*(·))Τ‖C-
η
→0

因此

‖(X*(·)-u*(·),
 

Y*(·)-v*(·))Τ‖C-
η
→0

由变换(21)和(17),
 

可以得到当ω →0时
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‖(Xε(·),
 

Yε(·))Τ-(u(·),
 

v(·))Τ‖C-
η
→0

  定理2 假设指数二分性条件(5)与条件(15)和(16)成立,
 

并且α<η<0,
 

那么对几乎所有的样本

ω,
 

当ω →0时,
 

方程组(3)的惯性流形被方程组(4)的惯性流形逼近.
证  首先当ε→0时由惯性流形映射(24)和(20)式,

 

有

‖hε(ξ,
 

ω)-h(ξ,
 

ω)‖E =

‖∫
0

-∞
eAsP2[(0,

 

f(Xε +X*(θsω)))Τ-(0,
 

f(u+u*(θsω)))Τ
 

]ds‖E ≤

-∫
0

-∞
e-βsLf‖(0,

 

Xε(s)-u(s))Τ+(0,
 

X*(θsω)-u*(θsω))Τ‖Eds≤

-∫
0

-∞
e-βsLf(‖(0,

 

Xε(s)-u(s))Τ‖e +‖(0,
 

X*(θsω)-u*(θsω))Τ‖E)ds≤

-∫
0

-∞
e(η-β)

 

sLf(‖(0,
 

Xε(·)-u(·))Τ‖C-
η
+‖(0,

 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
)ds≤

KLf(1+K)
(β-η)(1-KL)‖

(0,
 

X*(θ.ω)-u*(θ.ω))Τ‖C-
η
→0

即hε(ξ,
 

ω)→h(ξ,
 

ω),
 

所以M􀮨(ω)可被M􀮨ε(ω)逼近.
 

再由注1,
 

最终可得方程组(4)的惯性流形逼近方

程组(3)的惯性流形.
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Inertial
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of
 

a
 

Stochastic
 

Wave
 

Equation
 

with
 

Additive
 

Noise
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Abstract:
 

This
 

paper
 

is
 

concerned
 

with
 

a
 

Wong-Zakai
 

type
 

of
 

approximation
 

for
 

the
 

inertial
 

manifold
 

of
 

a
 

stochastic
 

wave
 

equation
 

with
 

additive
 

noise.
 

On
 

the
 

basis
 

of
 

an
 

analysis
 

of
 

the
 

characteristics
 

of
 

this
 

sto-

chastic
 

wave
 

equation,
 

theconvergence
 

of
 

the
 

solutions
 

on
 

the
 

invariant
 

manifolds
 

is
 

considered.
 

It
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

inertial
 

manifold
 

of
 

wave
 

equations
 

with
 

smooth
 

noise
 

approximates
 

that
 

of
 

the
 

original
 

system.

Key
 

words:
 

stochastic
 

wave
 

equation;
 

inertial
 

manifold;
 

Wong-Zakai
 

type
 

approximation
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