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摘要:图的正则覆盖是代数图论中的重要研究课题之一,
 

一来传递图的正则覆盖包含了十分丰富的理论和技巧;
 

二来许多传递图的刻画可以规约为较小的传递图的覆盖.
 

完全图作为典型的对称图类,
 

作为正规商图出现在很多

传递图类的研究中.
 

为了研究一些重要的传递图具有较弱对称性的正则覆盖问题,
 

利用有限群论的技巧和陪集图

的相关性质,
 

刻画了2n 阶完全图上的边传递循环覆盖,
 

并通过作覆盖图的正规商图的方法,
 

构造出了两类完全图

的边传递循环覆盖,
 

由此发现了一些新的图类.
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在群论中,
 

有限群被其真子群覆盖的问题是一个有趣的课题,
 

并有丰富的结论[1-5].
 

在组合数学中,
 

图

的覆盖问题也是一个热门课题,
 

覆盖图的各种结构在代数图论和拓扑图论中都有重要作用.
 

文献[6-8]建

立了图的覆盖的一些基本理论,
 

并成功地应用于分类某些小度数的对称图.
 

文献[9-10]利用计算机理论,
 

分别对3度图和Heawood图的弧传递交换正则覆盖进行了刻画.
 

特别地,
 

完全图作为一类典型的对称图,
 

常常作为正规商图出现在大量的对称图的研究中,
 

其覆盖问题也受到了众多的关注.
 

文献[11-12]确定了

完全图的2-弧传递循环覆盖和初等交换正则覆盖.
 

文献[13]在对一类立方图的研究中也刻画了完全图K4

的s-正则循环覆盖和初等交换覆盖.
 

近年来,
 

文献[14]利用电压赋值的方法刻画了完全图K8 的素数阶弧

传递循环正则覆盖,
 

其为K8的标准双覆盖K8,8-8K2.
 

本文将图的顶点数8推广到一般的情况,
 

主要考虑

了完全图K2n
(n≥3)的边传递循环正则覆盖,

 

拓展了文献[14]的结果,
 

并得到了一些新的图类.

1 预备知识

若无特殊说明,
 

本文提到的图都是度数大于2的无向且连通的单图.
 

对于正整数n,
 

用Cn 表示n阶循

环群.
 

对于两个群N 和H,
 

用N×H 表示N 与H 的直积,
 

用N􀳱H 表示N 与H 的中心积,
 

用N·H 表

示N 被H 的扩张,
 

当这个扩张可裂时,
 

用N∶H 表示.
引理1[15] 设Γ=Cos(G,

 

H,
 

HgH),
 

则下列结论成立:

􀃠
 

Γ 为连通图当且仅当<H,
 

g>=G;

􀃡
 

Γ 为无向图当且仅当g2 ∈H,
 

此时Γ 的度数为|H∶H ∩Hg|.
反之,

 

每个G-弧传递图都同构于陪集图Cos(G,
 

Gα,
 

GαhGα),
 

其中h 为G 的2-元素,
 

且h2 ∈Gα,
 

<Gα,
 

h>= G.
引理2[16] 设Γ 为G-点传递局部本原图,

 

N◁G 在VΓ 上至少有3个轨道,
 

则:

􀃠
 

N 在VΓ 上半正则,
 

G/N ≤AutΓN,
 

ΓN 为G/N-局部本原图,
 

且Γ 为ΓN 的N-覆盖;
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􀃡
 

Gα ≅(G/N)δ,
 

其中α∈VΓ,
 

δ∈VΓN .
引理3[17] 设H 为非交换单群T的指数为2n 的真子群,

 

则T≅A2n
,

 

H≅A2n-1,
 

或者T≅PSL(d,
 

p),
 

H 为T 的极大抛物子群且qd -1
q-1=2n.

引理4 设q,d,n 均为正整数,
 

若qd -1
q-1=2n,

 

则d 必为素数.

证  假设d 不为素数,
 

则d 可表示为d=d1d2,
 

其中d1 为正整数,
 

d2 为素数.
 

已知

2n =qd -1
q-1=

(q
d1 -1)(1+q

d1 +…+q
(d2-1)d1)

q-1 =(1+q+…+q
d1-1)(1+q

d1 +…+q
(d2-1)d1)

则存在正整数e1 ≤e2 <n,
 

使得

1+q+…+q
d1-1=2

e1   1+q
d1 +…+q

(d2-1)d1 =2
e2

显然2
e1|(qd1 -1), (qd1-1)|(qd1f -1)(f≥1), 

所以2
e1|(qd1f -1), 

即存在整数a,
 

使得q
d1f =2

e1a+1.
 

故存在整数a1,a2,…,ad2-1
,

 

使得

2
e2 =1+q

d1 +…+q
(d2-1)d1 =d2+2

e1(a1+a2+…+ad2-1
)

又因为d2 为素数,
 

所以d2=2,
 

e1=1.
 

于是1+q+…+q
d1-1=2

e1 =2,
 

从而d1=2,
 

q=1,
 

这与q≠1
矛盾.

 

故d 为素数.
引理5[18]

 

 设T=PSL(d,
 

q),
 

若 Mult(T)≠C(d,
 

q-1),
 

则 Mult(T)的取值情况为表1所示.
表1 Mult(T)的取值

(d,
 

p) (2,
 

4) (2,
 

9) (3,
 

2) (3,
 

4) (4,
 

2)

Mult(T) C2 C2×C3 C2 C3×C2
4 C2

2 主要结论

构造1 假设2n-1为素数,
 

m=2km',
 

其中0≤k≤1,
 

m'|(2n-1-1).
 

设K= <a>≅Cm,
 

T=
PSL(2,

 

2n-1),
 

<b,
 

c>=<b>∶<c>≅C2n-1∶C2n-1-1
为T 的极大抛物子群.

 

则正规化子NT(<c>)≅D2n-2.
 

取NT(<c>)的
 

2
 

阶元记为g.
 

令

E=<(1,
 

b),
 

(a2k,
 

c)>

Δ=Cos(K ×T,
 

E,
 

E(am',
 

g)E) 
  引理6 构造1中的图Δ 为完全图K2n

的K ×T-弧传递Cm-覆盖.

  证  已知<b,
 

c>为T 的极大抛物子群且g∉ <b,
 

c>,
 

则<b,
 

c,
 

g>= T.
 

令X= <E,
 

(am',
 

g)>,
 

则由T 为非交换单群可知1×T' =1×T ⊆X',
 

其中T',X' 分别为T 与X 的换位子群.
 

特别地,
 

因为

(1,
 

g-1),(1,
 

c-1)∈X,
 

所以(am',
 

1),(a2
k,

 

1)∈X,
 

从而X=K×T,
 

而Δ 为连通图,
 

由E≅C2n-1∶
C2n-1-1

可知|VΔ|=|K ×T∶E|=2nm.
 

进一步地,
 

由g∈NT(<c>)可知

E ∩E(am',
 

g)≅C2n-1-1   |E∶E ∩E(am',
 

g)|=2n -1
从而Δ 为2nm 阶2n -1度K ×T-弧传递图.

令K ×1=N,
 

则N ≅Cm 为K×T 的正规子群.
 

已知E 中任意元e都可表示为(a2i,
 

bjci)的形式.
 

若

e∈N,
 

则bjci=1,
 

于是bj =ci=1,
 

从而2n-1|i,
 

a2i=1.
 

因此e=1,
 

N ∩E=1.
 

又因为N 半正则且

在VΔ 上有2n(>3)个轨道,
 

由引理
 

2可知,
 

Δ 为ΔN 的Cm-覆盖,
 

其中ΔN ≅K2n .
构造2 假设2n -1为素数,

 

m=2km',
 

其中1≤k≤2,
 

m'|(2n-1-1).
 

设K= <a>≅Cm,
 

S=
SL(2,

 

2n -1),
 

使得K􀳱S 为中心积且K ∩S≅C2.
 

则存在元素b,c∈S,
 

2
 

阶元g∈NS(<c>),
 

使得

<b,
 

c>=<b>∶<c>≅C2n-1∶C2n-1-1   <b,
 

c,
 

g>∈S
令
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F=<b,
 

a2kc>

Λ=Cos(K􀳱S,
 

F,
 

F(am',
 

g)F) 
  引理7 构造2中的图Λ 为完全图K2n

的K􀳱S-弧传递Cm-覆盖.
证  类似于引理6的证明,

 

易知K∩F=1且Λ为2nm 阶2n -1度K􀳱S-弧传递图.
 

由于K 在VΛ上有

2n(>3)个轨道,
 

由引理2知,
 

Λ 为ΛK 的弧传递Cm-覆盖.
 

而ΛK 为2n 个点上的2n -1度图,
 

所以ΛK ≅K2n.
定理1 设图Γ 为完全图K2n

的边传递Cm-覆盖,
 

其中n≥3,
 

则Γ 为下列图之一:

􀃠
 

Γ≅K2n,2n -2nK2 为2-弧传递图,
 

且m=2;

􀃡
 

Γ 为K2n
的4-重覆盖,

 

且m=4;

􀃢
 

Γ≅Δ(见构造1)为Cm ×PSL(2,
 

2n -1)-局部本原图,
 

且m|(2n -2);

􀃣
 

Γ≅Λ(见构造2)为Cm􀳱PSL(2,
 

2n -1)-局部本原图,
 

此时m 为偶数且m|(2n+1-4);

􀃤
 

Γ 为Cm ×PSL(d,
 

q)-弧传递图,
 

其中m|2(d-1,
 

q-1),
 

d 为大于2的素数,
 

(d,
 

q-1)=1,
 

qd -1
q-1=2n;

􀃥
 

Γ 为正规边传递凯莱图.
证  已知Γ 为完全图K2n

的边传递Cm-覆盖,
 

不妨设X 为Γ 的保纤群,
 

K 为覆盖变换群,
 

则X 作用

在Γ 上边传递,
 

且K =<a>≅Cm 为X 的正规子群,
 

Y=X/K 在Σ=K2n
上边传递.

若Y 在VΣ 上3-传递,
 

则Σ 为(Y,
 

2)-弧传递图,
 

从而Γ 为Σ 的2-弧传递Cm-覆盖.
 

由文献[11]的定

理1.1知,
 

K ≅C2,
 

Γ≅K2n,2n -2nK2,
 

或K ≅C4,
 

Γ 为K2n
的4-重覆盖.

若Y 在VΣ 上不是3-传递的,
 

则由Y 在Σ 上边传递可知,
 

Y 作用在VΣ 上2-齐次,
 

从而为本原群.
 

因

此Y 为几乎单型本原群或者仿射型本原群.
 

以下设Y 的基柱为T,
 

α∈VΓ,
 

δ∈VΣ.
当Y为几乎单型本原群时,

 

T 在VΣ上传递.
 

显然|T∶Tδ|=2n,
 

因此(T,
 

Tδ)满足引理3的条件.
 

若

T=A2n
,

 

则T 为s-传递的(s≥3),
 

这与Y 非3-传递矛盾.
 

故T=PSL(d,
 

p)且qd -1
q-1=2n.

 

此时,
 

T 在

VΣ 上2-传递,
 

进而在Σ 上弧传递,
 

于是G=K·T◁X 在Γ 上弧传递.
 

由于T 在VΣ 上传递,
 

所以T 在

VΣ 上的点稳定子共轭.
 

不失一般性,
 

不妨设δ=αK ∈VΣ,
 

则

Gα ≅Gα/(Gα ∩K)=GαK/K ⊆Tδ

由Γ 的顶点个数可知

|G∶Gα|=VΓ=|K||VΣ|=|K||T∶Tδ|

于是|Gα|=|Tδ|,
 

从而Gα =Tδ.
 

当T=PSL(d,
 

q)且满足条件qd -1
q-1=2n 时,

 

由引理4
 

知d 为素数.
 

以下对 Mult(T)分3种情形进行分析:
情形1 Mult(T)≅C(d,

 

q-1)且d|(q-1).
由d|(q-1)可知,

 

d|(q2-1),
 

…,
 

d|(qd-1-1),
 

因此

d|(d+(q-1)+(q2-1)+…+(qd-1-1))
注意到

2n =qd -1
q-1=1+q+q2+…+qd-1

所以d|2n,
 

从而d=2.
 

于是q=2n -1.
 

故T=PSL(2,
 

2n -1).
 

由G=K·T 为中心扩张且Mult(T)≅C2

知G' ≅PSL(2,
 

2n -1),SL(2,
 

2n -1).
 

因为

G'
α◁Gα ≅Tδ ≅C2n-1∶C2n-1-1

所以G'
α =1或G'

α ≅C2n-1∶Cr,
 

其中r|(2n-1-1).
 

若G'
α =1,

 

则Gα ≤K/(K ∩G')为循环群,
 

这与Gα

亚循环矛盾.
 

因此G'
α ≅C2n-1∶Cr.

情形1.1 当G' ≅PSL(2,
 

2n -1)时,
 

G=K ×G'.
 

因为|VΓ|=2nm,
 

计算可知
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|αG'|=|G'|
|G'

α|
=
2n(2n-1-1)

r

所以G' 在VΓ上有 mr
2n-1-1

个轨道.
 

若 mr
2n-1-1

≥3,
 

则ΓG'
为G/G'-局部本原图,

 

这与G/G' 为交换群矛盾.
 

因此 mr
2n-1-1

=1,2.
 

设m=2im',
 

其中i=0,1,
 

m'|(2n-1-1).
 

因为(m,
 

2n-1)=1,
 

所以G中每个2n-1阶

元素都可以表示为(1,
 

b)的形式,
 

每个2n-1-1阶元都可以表示为(a2
ik,

 

c)的形式,
 

其中b,c∈G',
 

k|m'.
 

于

是Gα = <(1,
 

b),
 

(a2
ik,

 

c)>.
 

由于(a2
ik,

 

c)|c|= (a2
ik|c|,

 

1)∈K ∩Gα =1,
 

所以|a2
ik| |c|,

 

从而|c|=

2n-1-1.
 

取G' 中的2-元素g,
 

则G 中的2-元素可以表示为(ajm',
 

g),
 

其中j=0,1.
 

设Γ=Cos(G,
 

Gα,
 

Gα(ajm',
 

g)Gα),
 

由Γ 的连通性知,
 

<Gα,
 

(ajm',
 

g)>=G,
 

所以G' =<b,
 

c,
 

g>,
 

<a2ik,
 

ajm'>=<a>,
 

从而

k=j=1.
 

则Γ≅Δ 为完全图K2n
的G-弧传递Cm-覆盖.

情形1.2 当G' ≅SL(2,
 

2n -1)时,
 

G=K􀳱G',
 

其中K ∩G' ≅C2.
 

计算可得

|αG'|=|G'|
|G'

α|
=
2n+1(2n-1-1)

r

所以G' 在VΓ 上有 mr
2n -2

个轨道.
 

若 mr
2n -2

≥3,
 

则ΓG'
为G/G'-局部本原图,

 

与G/G' 为交换群矛盾.
 

因

此 mr
2n -2

=1,2.
 

设m=2lm',
 

其中l=1,2,
 

m'|(2n-1-1).
 

G 中每个2-元素都可以表示为asm'h的形式,
 

其中s=0,1,2,
 

h为G' 的2-元素.
 

根据引理1,
 

不妨设Γ=Cos(G,
 

Gα,
 

Gα(asm',
 

h)Gα).
 

类似于情形1.1
的分析,

 

易证s=1,
 

Γ≅Λ 为完全图K2n
的G-弧传递Cm-覆盖.

情形2 Mult(T)≅C(d,
 

q-1),
 

且d 不整除q-1.
因为d 为素数,

 

所以(d,
 

q-1)=1,
 

从而C(d,
 

q-1)=1,
 

即Mult(T)=1.
 

于是G' ≅T,
 

G=K×G' ≅

Cm ×PSL(d,
 

q),
 

且Γ 为G-弧传递图.
 

若d=2,
 

则2n =qd -1
q-1=q+1,

 

于是q-1=2n -2,
 

这与d 不

整除q-1矛盾.
 

故d≥3.
假设G' 在VΓ上至少有3个轨道,

 

则ΓG'
是G/P-弧传递图,

 

其中P 为G 作用在G'-轨道上的核,
 

这与

G/G' ≅K 为循环群矛盾.
 

故G' 在VΓ上最多有2个轨道.
 

于是Gα/Gα' ≤K/(K ∩G')=K 为循环群,
 

而

|G∶Gα|=|G'∶G'
α|,2|G'∶G'

α|,
 

所以|Gα∶G'
α|=m,m2

,
 

从而m|2(d-1,
 

q-1).

情形3 Mult(T)≠C(d,
 

q-1).

由引理5可知,
 

满足条件qd -1
q-1=2n 的 Mult(T)不存在,

 

从而图Γ 不存在.

当Y 为仿射型本原群时,
 

Y=Cn
2,

 

Σ 为T 上的Y-正规边传递凯莱图,
 

从而Γ 为K·T 上的X-正规边

传递凯莱图.
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Edge-Transitive
 

Cyclic
 

Covers
 

of
 

the
 

Complete
 

Graph
 

K2n

LIU Yin, WANG Ding
Department
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Mathematics,
 

Yunnan
 

Normal
 

University,
 

Kunming
 

650500,
 

China

Abstract:
 

The
 

regular
 

cover
 

of
 

a
 

graph
 

is
 

an
 

important
 

topic
 

in
 

the
 

research
 

of
 

the
 

algebraic
 

graph
 

theory,
 

for
 

regular
 

covers
 

of
 

transitive
 

graphs
 

contain
 

abundant
 

theories
 

and
 

techniques,
 

and
 

the
 

characterization
 

of
 

many
 

transitive
 

graphs
 

can
 

be
 

reduced
 

to
 

the
 

covers
 

of
 

small
 

transitive
 

graphs.
 

Complete
 

graphs,
 

which
 

are
 

typical
 

symmetric
 

graphs,
 

naturally
 

appear
 

in
 

the
 

study
 

of
 

many
 

symmetric
 

graphs
 

as
 

normal
 

quotient
 

graphs.
 

In
 

order
 

to
 

study
 

some
 

important
 

problems
 

about
 

regular
 

covers
 

of
 

transitive
 

graphs
 

with
 

weak
 

symmetry,
 

techniques
 

in
 

the
 

finite
 

group
 

theory
 

and
 

some
 

properties
 

of
 

coset
 

graphs
 

are
 

used
 

to
 

character-
ize

 

the
 

edge-transitive
 

cyclic
 

covers
 

of
 

complete
 

graphs
 

of
 

order
 

2n,
 

and
 

with
 

the
 

method
 

of
 

taking
 

normal
 

quotient
 

graphs
 

of
 

the
 

covering
 

graphs,
 

the
 

edge-transitive
 

cyclic
 

covers
 

of
 

two
 

classes
 

of
 

complete
 

graphs
 

are
 

constructed.
 

As
 

a
 

result,
 

some
 

new
 

families
 

of
 

graphs
 

are
 

found.
 

Key
 

words:
 

complete
 

graph;
 

cyclic
 

group;
 

cover;
 

normal
 

quotient
 

graph
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