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摘要:提出了如下一类重尾极值指数估计
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其中

x
∧(β)(k):

 

=
1
k∑

k-1

i=0

Xn-i,n

Xn-k,n  
1-β

证明了其弱相合性和渐近正态性,
 

并在均方误差最小的情况下,
 

给出了γ
(β1,β2)

n (k)中调节参数k 的最优选择.
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设{Xn,
 

n≥1}是一列独立同分布的随机变量序列,
 

其共同的分布函数为F(x),
 

X1,n ≤…≤Xn,n 为

X1,
 

…,
 

Xn 的顺序统计量.
 

若对非退化分布函数G(x),
 

存在规范化常数an>0,
 

bn∈R,
 

对一切G(x)的
连续点有

lim
n→∞

 
P(Xn,n ≤anx+bn)=lim

n→∞
Fn(an

 x+bn)=G(x)

成立,
 

则称F 属于G 的吸引场,
 

记为F ∈D(G).
 

文献[1-2]证明G(x)的形式必为

G(x)=exp-(1+γx)
-
1
γ     γ∈R,

 

1+γx≥0
  极值理论的应用非常广泛,

 

比如在自然灾害、
 

巨额保险赔付以及其他领域如水文学或工程中的罕见事

件都时常用到.
 

形状参数γ 被称作极值指数(EVI),
 

它衡量右尾函数F(x):
 

=1-F(x)的尾部性质.
 

当分

布函数未知时,
 

对极值指数γ 的估计是极值理论的重要组成部分.
 

因此,
 

对于极值指数γ 的估计受到学者

的广泛关注[3-8].
在本文中,

 

我们针对极值指数γ>0的分布函数进行研究,
 

这种分布函数也称作重尾分布函数.
 

如

果1-F 是指数为 -
1
γ

的正则变换(记为1-F ∈RV
-
1
γ
),

 

即

lim
t→∞

1-F(tx)
1-F(x)=x

-
1
γ (1)

则称分布函数F 是重尾分布函数.
对于极值指数的研究,

 

前人已经得到较好的结论.
 

当γ>0时,
 

文献[3]提出了著名的的Hill估计量.
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而作为Hill估计的一个推广,
 

文献[9]提出了如下定义的调和矩估计

Hn,k
(β):
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1

β-1
1
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其中1≤k≤n-1且β>0是调谐参数.

本文受文献[9]中估计量的启发,
 

提出定义如下的一类关于重尾极值指数的新估计
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(2)

其中β1 ≠β2 是调谐参数β 的两个取值,
 

且

x
∧(β)(k):

 

=
1
k∑

k-1

i=0

Xn-i,n

Xn-k,n  
1-β

当序列k=k(n)→ ∞ 满足k
n →0,

 

此时容易得到γ
(β1,β2)
n (k)的弱相合性.

 

此外,
 

存在A(t)使得当t→ ∞

U(tx)
U(t)-xγ

A(t) →xγxρ -1
ρ

(3)

成立时,
 

我们考虑γ
(β1,β2)
n (k)的渐近性质,

 

其中ρ<0是二阶参数且|A(t)|∈RVρ(参见文献[10],
 

推论

2.3.5).

1 主要结果

在下文中,
 

我们假设F ∈D(G),
 

γ>0,
 

这等价于U:
 

=
1

1-F(x)  
←

是指数为γ 的正则变换(记为

U ∈RVγ),
 

其中F← (x):
 

=inf{y:
 

F(y)≥x}是F 的广义逆函数.
F ∈D(G)当且仅当

lim
t→∞

U(tx)-U(t)
a(t) =

xγ -1
γ    γ∈R (4)

对所有x >0和某些正可测函数a(t)成立.
 

注意,
 

如果γ=0,
 

则(4)式的右边为lnx.
为简化定理的表示,

 

本文规定以下记号:

Vβ1,β2
(γ)=

γ2(1-β1)2

1-2γ(1-β1)
+

γ2(1-β2)2

1-2γ(1-β2)
-

2γ2(1-β1)(1-β2)
1-γ(1-β1)-γ(1-β2)

(5)

下面给出本文的主要结果.

定理1 假设条件(4)成立,
 

序列{k(n)}满足k=k(n)→ ∞,
 k(n)
n →0(n→ ∞).

 

则

γ
(β1,β2)
n (k)

p
→γ

此外,
 

若二阶条件(3)成立,
 

且存在λ∈R使得

lim
n→∞

kA n
k  =λ

则对β1 >1-
1
2γ
,

 

β2 >1-
1
2γ
,

 

有

k(γ
(β1,β2)
n (k)-γ)

d
→N(λμ,

 

σ2)
其中

μ:
 

=
(1-γ(1-β1))(1-γ(1-β2))(1-ρ)
(1-ρ-γ(1-β1))(1-ρ-γ(1-β2))

σ2:
 

=
(1-γ(1-β1))2(1-γ(1-β2))2Vβ1,β2

(γ)
(β2-β1)2
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Vβ1,β2
(γ)如(5)定义.

下面考虑序列k的最优选择,
 

寻找使γ
(β1,β2)
n (k)的均方误差 MSE∞(γ

(β1,β2)
n (k))可以达到最小的k.

定理2 1)
 

假设条件(3)对ρ<0成立,
 

中间序列{k0(n)}表示使MSE∞(γ
(β1,β2)
n (k))=A2 n

k  μ2+
σ2

k
达到最小的序列.

则

k0(γ
(β1,β2)
n (k0)-γ)

d
→N

sign(A)

-2ρ
σ,

 

σ2  
此外,

 

k0(n):
 

=k0 ~
n

s← τ
n  

其中s← 是s∈RV2ρ-1 的广义逆函数,
 

且

A2(t)~∫
∞

t
s(u)du

τ:
 

=
σ2

μ2=
(1-ρ-γ(1-β1))2(1-ρ-γ(1-β2))2

 

Vβ1,β2
(γ)

(β2-β1)2(1-ρ)2

  2)
 

假设A(t)=C
 

tρ,
 

则1)中的k0 为

k0:
 

=k0(n)= τ
-2ρC2  

1
1-2ρ

n
-
2ρ
1-2ρ

其中└x┘ 表示不超过x 的最大整数.
 

此外,

k0(γ
(β1,β2)
n (k0)-γ)

d
→N

sign(C)

-2ρ
σ,

 

σ2  
且

MSE∞(γ
(β1,β2)
n (k0))=σ2 1-

1
2ρ  τ

-2ρC2  
1
2ρ-1

n
2ρ
1-2ρ




 






2 定理的证明

设Y1,Y2,…,Yn 是独立同分布的标准Pareto随机变量序列,
 

其共同的分布函数为1-
1
y
,

 

y≥1,
 

Y1,n ≤Y2,n ≤ … ≤Yn,n 表示Y1,Y2,…,Yn 的顺序统计量.
 

易知{Xi
 }ni=1

d
{U(Yi)}ni=1,

 

且 Yn-i,n

Yn-k,n  
k-1

i=0

d


{Yk-i,k}k-1
i=0.

下面对本文的主要结果进行证明.
定理1的证明  由二阶条件可得

U(tx)
U(t)=xγ +A(t)xγxρ -1

ρ
(1+o(1))

因此

Xn-i,n

Xn-k,n

d


U(Yn-i,n)
U(Yn-k,n)

=

Yn-i,n

Yn-k,n  
γ

1+A(Yn-k,n)

Yn-i,n

Yn-k,n  ρ

-1

ρ
+op(A(Yn-k,n))
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故
 

x
∧(β)(k):

 

=
1
k∑

k-1

i=0

Xn-i,n

Xn-k,n  
1-β d


1
k∑

k

i=1
Yγ(1-β)

i +(1-β)A(Yn-k,n)
1
k∑

k

i=1
Yγ(1-β)

i
Yρ

i -1
ρ

+op(A(Yn-k,n))

当a<1时,
 

E(Ya)=
1
1-a

,
 

当a<
1
2

时,
 

var(Ya)=
a2

(1-a)2(1-2a)
=:

 

σ2
a 且当a<1,

 

a+b<1时

EYaYb -1
b  = 1

(1-a)(1-a-b)

那么对于β>1-
1
2γ
,

 

当n→ ∞ 时

k 1
k∑

k

i=1
Yγ(1-β)

i -
1

1-γ(1-β)  
σγ(1-β)

=:
 

P(β)
n →N(0,

 

1)

其中N(0,
 

1)表示标准正态分布.
 

由P(β)
n 的定义可得

x
∧(β)(k)

d


1
1-γ(1-β)1+

γ(1-β)

1-2γ(1-β)k
P(β)

n +
(1-β)A

n
k  

1-ρ-γ(1-β)
+op A n

k    
















那么

1
k∑

k-1

i=0
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1-β1 d


1
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n
k  
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+op A n
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1
k∑
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 -1 d

(1-γ(1-β2))1-
γ(1-β2)

1-2γ(1-β2)k
P
(β2)
n -

(1-β2)A
n
k  

1-ρ-γ(1-β2)















 (1+op(1))

从而

x
∧(β1)(k)

x
∧(β2)(k)

d

1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)

[1+
1
k

γ(1-β1)

1-2γ(1-β1)
P
(β1)
n -

γ(1-β2)

1-2γ(1-β2)
P
(β2)
n  +

(β2-β1)(1-ρ)A
n
k  

(1-ρ-γ(1-β1))(1-ρ-γ(1-β2))
]+op A n

k    +op
1
k  

现定义

Q
(β1,β2)
n (k):

 

=
γ(1-β1)

1-2γ(1-β1)
P
(β1)
n -

γ(1-β2)

1-2γ(1-β2)
P
(β2)
n

T
(β1,β2)
n (k):

 

=
Q
(β1,β2)
n (k)

var(Q
(β1,β2)
n (k))

设fk(t)表示Q
(β1,β2)
n (k)的特征函数.

 

由P(β)
n 的表达式,

 

有

fk(t)=Eexpit
γ(1-β1)

1-2γ(1-β1)
P
(β1)
n -it

γ(1-β2)

1-2γ(1-β2)
P
(β2)
n  =

∏
k

j=1
1-

t2

2kE
[(1-γ(1-β1))Y

γ(1-β1)

j -(1-γ(1-β2))Y
γ(1-β2)

j ]2+op
1
k    =
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1-
t2

2kVβ1,β2
(γ)+op

1
k    

k

→

exp-t2
Vβ1,β2

(γ)

2  
其中β1 >1-

1
2γ
,

 

β2 >1-
1
2γ
,

 

Vβ1,β2
(γ)如前定义.

因此

x
∧(β1)(k)

x
∧(β2)(k)

d

1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)

+
1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)

Vβ1,β2
(γ)

k
T
(β1,β2)
n +

1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)

(β2-β1)(1-ρ)A
n
k  

(1-ρ-γ(1-β1))(1-ρ-γ(1-β2))
+

op A n
k    +op

1
k  

若存在λ∈R满足 kA n
k  →λ,

 

则当n→ ∞ 时

k
x
∧(β1)(k)

x
∧(β2)(k)

-
1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)  d→N(λμ,

 

σ2)

其中

μ:
 

=
1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)

(β2-β1)(1-ρ)
(1-ρ-γ(1-β1))(1-ρ-γ(1-β2))

σ2:
 

=
1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)  

2
 

Vβ1,β2
(γ)

  设

g(θ)= β2-β1
θ-1 +1-β1




 




 -1

由于

g
1-γ(1-β2)
1-γ(1-β1)  =γ

故现在利用映射g(θ)来构造一个关于γ 的估计量.
 

应用Delta方法,
 

可得

k (β2-β1)
x
∧(β1)(k)

x
∧(β2)(k)

-1



 






-1

+1-β1  
-1

-γ  d→N(λμ,
 

σ2)

其中μ,
 

σ2 如前定义.
定理2的证明  类似文献[10]中的定理可得结果.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

new
 

class
 

of
 

estimators
 

is
 

given
 

by

γ
(β1,β2)
n (k)= (β2-β1)

x
∧(β1)(k)

x
∧(β2)(k)

-1



 






-1

+1-β1  
-1

where

x
∧(β)(k):

 

=
1
k∑

k-1

i=0

Xn-i,n

Xn-k,n  
1-β

Its
 

weak
 

consistency
 

and
 

asymptotic
 

normality
 

are
 

presented,
 

and
 

the
 

optimal
 

choice
 

of
 

sample
 

fraction
 

k
 

in
 

γ
(β1,β2)
n (k)

 

by
 

minimum
 

mean
 

square
 

error
 

is
 

discussed.
Key
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extreme
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index;
 

second-order
 

regular
 

variation
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