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摘要:设D为复平面上的开单位圆盘,
 

H2(D2)为双圆盘D2 上的Hardy模,
 

ψ(z2)为D上的有限Blaschke乘积.
 

首

先定义了H2(D2)的Nψ-商模,
 

利用Blaschke积的性质给出了商模的等价刻画,
 

然后根据等价刻画构造出商模的一

组正交正规基,
 

并给出 Nψ-商模的具体刻画.
 

最后研究了 Nψ-商模上以有限Blaschke乘积B(z1)为符号的解析

Toeplitz算子TB(z1),
 

通过分析B(z1)的全体逆的结构,
 

建立了TB(z1) 的Bergman向量丛模型,
 

并根据该模型给出

了该Toeplitz算子的一些性质的几何刻画.
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设D表示复平面中的开单位圆盘,
 

T表示单位圆周.
 

dA(z)表示D上的规范化面积测度.
 

dm(z)表示

T上的规范化弧长测度,
 

Bergman空间L2
a(D)是由D上相对于面积测度平方可积的解析函数全体组成,

 

Mz

表示其上的乘法算子,
 

也称为Bergman位移.
 

Bergman空间及其上的算子理论是近30年来函数空间与算子

理论研究的重要对象,
 

取得了一系列重要的成果[1-8].
用T2表示双圆盘,

 

H2(T2)表示T2上的Hardy空间,
 

L2(T2)表示T2上的Lebesgue空间,
 

H ∞(D)表
示D上本性有界的解析函数全体,

 

其中的变量分别用z1,z2表示.
 

用P表示从L2(T2)到H2(T2)上的投影.
 

对于ϕ∈L2(T2),
 

H2(T2)上的Toeplitz算子Tϕ 定义为Tϕf=P(ϕf)(∀f∈H2(T2)),
 

称ϕ为Toeplitz
算子Tϕ 的符号.

 

当ϕ 是解析函数的时候,
 

就称Tϕ 为解析Toeplitz算子,
 

如Tz1
,Tz2.

 

设 M为H2(T2)中

的子空间,
 

若M在Tz1
,Tz2

作用下不变,
 

则称M为子模.
 

子模M的正交补空间N=H2(T2)􀱉M称为商模,
 

商模显然是T*
z1
,T*

z2
不变的.

 

多圆盘Dn 上的Hardy模,
 

以及它的子模和商模是近20年来算子理论研究的

重要对象,
 

取得了大量的重要成果[9-13].

1 Nψ-商模

对于单变量内函数ψ(z2)∈H ∞(D),
 

用[z1-ψ(z2)]表示H2(T2)中由z1-ψ(z2)生成的子模,
 

Nψ(z2)

表示相应的商模H2(T2)/[z1-ψ(z2)].
 

文献[10]首先引入了这类商模,
 

并给出了该商模的一些性质与

刻画.
命题1 

Nψ = ∑
∞

k=0
zk
1T*k

ψ(z2)g(z2):
 

T*k

ψ(z2)g(z2)∈H2(T),
 

且∑
∞

k=0
‖T*k

ψ(z2)g(z2)‖
2 < ∞  
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  证  首先,
 

对任意f∈Nψ,
 

有

f=∑
∞

l=0
zl
1gl(z2)

其中gl(z2)∈H2(T).
 

则对l,k≥0,
 

有

0=<f,
 

zl
1zk
2(z1-ψ(z2))>=

<gl+1,
 

zk
2>-<gl,

 

ψ(z2)zk
2>=

<gl+1-T*
ψ(z2)gl,

 

zk
2>

则对任何l≥0,
 

有

gl+1=T*
ψ(z2)gl

从而

gk =T*k

ψ(z2)g0

由此可见

f=∑
∞

k=0
zk
1T*k

ψ(z2)g0

且

∑
∞

k=0
‖T*k

ψ(z2)g0‖2=∑
∞

k=0
‖gk‖2=‖f‖2 < ∞

令

h=∑
∞

k=0
zk
1T*k

ψ(z2)g0(z2)

这里的T*k

ψ(z2)g0(z2)∈H2(T).
 

因此

<h,
 

zl
1zk
2(z1-ψ(z2))>=

<T*l+1

ψ(z2)g0,
 

zk
2>-<T*l

ψ(z2)g0,
 

zk
2ψ(z2)>=0

即h∈Nψ.
当ψ(z2)是M 阶Blaschke乘积时,

 

H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

)是M 维空间,
 

我们用λ1(z2),…,λM(z2)表示

H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

)的一组正交正规基.
 

定义

ej(z1,
 

z2)=
1

j+1

 

∑
j

i=0
zi
1zj-i
2

我们用A表示 H2(T2)中由{ej(z1,
 

z2)}生成的闭子空间.
 

显然{ej(z1,
 

z2)}就是 A的一组正交正规基.
 

L2
a(D)表示D上的Bergman空间.

 

文献[11]证明了A与L2
a(D)可自然地等同.

 

利用该等同,
 

文献[4,12]得
到了一系列Bergman空间上的结果,

 

也是Bergman空间以及其上算子理论研究的重要方式.
对k=1,…,M;

 

j=0,1,…,
 

定义

Ej,k =λk(z2)ej(z1,
 

ψ(z2))

  定理1 {Ej,k:
 

k=1,…,M;
 

j=0,1,…}是Nψ(z2)
的一组正交正规基.

证  注意到

H2(Tz2
)=∑

∞

k=0
􀱇ψk(z2)(H2(Tz2

)􀱉ψ(z2)H2(Tz2
))

也就是说{λk(z2)ψ(z2)j:
 

k=1,…,M;
 

j=0,1,…}是H2(Tz2
)的一组正交正规基.

 

若(i,
 

k)≠(r,
 

s)且

i≤r,
 

则

<Ei,k,
 

Er,s>=

1
i+1 r+1

 

∑
i

i1=0
∑
r

r1=0

<z
i1
1λk(z2)ψ(z2)

i-i1,
 

z
r1
1λs(z2)ψ(z2)

r-r1>=
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1
i+1 r+1

 

∑
i

i1=0

<λk(z2)ψ(z2)
i-i1,

 

λs(z2)ψ(z2)
r-i1>=0

因为iu ≠ru 或kv ≠jv 至少有一个成立,
 

且容易验证 ‖Ei,k‖=1,
 

因此{Ej,k}是一组正交正规基.
下面证明Nψ 中任何函数f 可由{Ei2,i3,k

}表示.
 

因为

g(z2)=∑
M

k1=1
∑
∞

j1=0
ak1,j1λk1

(z2)ψ(z2)
j1

其中∑
M

k1=1
∑
∞

j1=0
|ak1,j1|

2 < ∞,
 

且

T*
j2

ψ(z2)g(z2)=

∑
M

k1=1
∑
∞

j1=0
ak1,j1T

*
j2

ψ(z2)
(λk1
(z2)ψ(z2)

j1)=

∑
M

k1=1
∑
∞

j1=j2

ak1,j1λk1
(z2)ψ(z2)

j1-j2

从而

∑
∞

l=0
‖T*l

ψ(z2)g(z2)‖
2=∑

∞

l=0
∑
∞

j1=l
∑
M

k1=1
|ak1,j1|

2=∑
∞

j1=0

(j1+1)∑
M

k1=1
|ak1,j1|

2

因此

T*
j2

ψ(z2)g(z2)∈Nψ⇔∑
∞

j1=0

(j1+1)∑
M

k1=1
|ak1,j1|

2 < ∞

此外,
 

有

∑
∞

k=0
zk
1T*k

ψ(z2)g(z2)=∑
∞

k=0
∑
M

k1=1
∑
∞

j1=k
ak1,j1λk1

(z2)ψ(z2)
j1-k =

∑
∞

j1=0
∑
M

k1=1
ak1,j1λk1

(z2)  (ψ(z2)j1 +ψ(z2)
j1-1z1+…+z

j1
1 )=

∑
∞

j1=0
∑
M

k1=1
j1+1ak1,j1Ek1,j1

定理1得证.
  定义Nψ(z2)

到(H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

))􀱋L2
a(D)的算子U0 为

U0:
 

Nψ(z2) →(H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

))􀱋L2
a(D)

Ek,j| →λk(z2)j+1zj
1

  命题2 U0 是酉算子,
 

且有U0TB(z1)=(I􀱋MB(z1)
)U0,

 

其中I为H2(Tw)􀱉ψ(w)H2(Tw)上的单

位算子.
证  由文献[10]或直接计算知

U0Tz1 =(I􀱋Mz1
)U0

从而有

U0TzN
1
=U0Tz1TzN-1

1
=(I􀱋Mz1

)U0TzN-1
1

=…=(I􀱋MzN
1
)U0

由于B(z1)在单位圆盘上可由多项式逼近,
 

因此结论成立.
注1 命题2说明商模Nψ 上的Toeplitz算子Tz1

酉等价于(H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

))􀱋L2
a(D)上

的算子I􀱋Mz1
,

 

也表明商模Nψ(z2)
上的Toeplitz算子Tz1

酉等价于M-重的Bergman位移.

2 丛位移

令Ω 表示复平面C中的开子集,
 

H表示一个Hilbert空间.
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定义1[13] Ω 上的连续向量丛E 是一个由一簇Hilbert空间组成的拓扑空间,
 

且满足:
(a)

 

存在连续映射q:
 

E →Ω;
(b)

 

E 在每个纤维Ez =q-1(z)上有Hilbert空间结构,
 

且在每个Ez 上的Hilbert拓扑与由E 诱导的

拓扑一致;
(c)

 

对于每个z∈Ω,
 

存在z的邻域U ⊂Ω 以及一个同胚ΦU:
 

q-1(U) →U×H,
 

使得:

(c1)
 

对每个(w,
 

h)∈U×H,
 

点ΦU
-1(w,

 

k)∈Ew,

(c2)
 

对每个w ∈U,
 

映射(Φw
U)-1:

 

H →Ew,
 

(Φw
U)-1(h)=ΦU(w,

 

h)是连续线性变换.
定义2 (a)

 

设丛E 为Ω 上的连续向量丛,
 

GL(H)是Hilbert空间H上的可逆有界线性算子全体,
 

若对

任何一对相交非空的开集U,V ⊂Ω,
 

映射

ΦU􀳱Φ-1
V |(U∩V)×H:

 

(U ∩V)×H →(U ∩V)×H

ΦU􀳱Φ-1
V :

 

(w,
 

h)| →(w,
 

ΦUV(w)h)
中的ΦUV:

 

U ∩V →GL(H)是全纯的,
 

则称E 为Ω 上的全纯向量丛;
(b)

 

设E 为Ω 上的全纯向量丛,
 

若每个Ez 上有内积,
 

且内积关于z是光滑变化的,
 

即对E 的任何两个

局部光滑截面s,t,
 

函数z| →<s(z),
 

t(z)>z 是一个光滑函数,
 

则称E 为Hermitian的.
引理1[14] Ω 上的任何全纯向量丛在全纯意义下都是平凡的.
对Ω 上的Hermitian全纯向量丛E,

 

令Γa(E)表示E 的全体全纯截面组成的集合.
 

E 上的Bergman空

间L2
a(E)定义为

L2
a(E)= f∈Γa(E):

 

‖f‖L2a(E)
=∫Ω

‖f‖2EzdA(z)< ∞  
  对于平坦向量丛E 的Bergman空间,

 

可用另一个观点来刻画:
定义3 设E 是复向量丛,

 

E 的酉坐标覆盖是一组坐标卡{U,
 

ΦU},
 

且对每个开集U 和z∈U,
 

丛映射

ΦU|Ez
:

 

Ez →{z}×H是酉算子.
 

若函数ΦUV:
 

U ∩V →U(H)是常值的,
 

则称E 的酉坐标覆盖是平坦

的.
 

具有平坦酉坐标覆盖的向量丛称为平坦酉向量丛E.
Ω 上的平坦向量丛E 可诱导Ω 的基本群在H上的酉表示

α:
 

π1(Ω) →U(H)

反之,
 

若有Ω 的基本群在H上的酉表示α,
 

用Ω􀮨 表示Ω 的万有覆盖空间,
 

则我们可按如下方式构造一个平

坦向量丛:
 

在Ω􀮨×H中定义等价关系 ~:
 

(z1,
 

h1)~(z2,
 

h2),
 

若对某A ∈π1(Ω)有z2=A(z1)且h2=

α(A)h1,
 

则该等价关系给出一个平坦酉向量丛Eα = Ω􀮨×H/~.
 

关于平坦向量丛与酉表示,
 

我们有如

下结果:
命题3[13] Ω 上的平坦酉向量丛与Hom(π1(Ω),

 

U(H))/U(H)是一一对应的.

3 Toeplitz算子的丛位移模型

建立抽象算子的几何模型在算子研究中有着悠久的历史,
 

也取得了非常重要的成果[15-17].
 

设B(z)是

一个N 阶Blaschke乘积,
 

注意到集合S=B({z:
 

B'(z)=0})是有限集,
 

实际上有|S|≤N -1.
 

设S=
{w1,

 

…,
 

wk},
 

用li 表示连接wi 与D的边界T的直线,
 

且当i≠j时,
 

要求li 与lj 不相交.
 

令DB =

D\{li}ki=1,
 

则 DB 是单连通的.
 

对 D中的每个开集U,
 

可定义B 在U 上的逆为U 上的解析函数f,
 

满

足:
 

f(U)⊂D,
 

且对z∈U 有B(f(z))=z.
 

对每个z∈D\S,
 

有B-1(z)= {w1,
 

…,
 

wN},
 

且当

i≠j时,
 

wi ≠wj,
 

以及B(z)在wi 的某足够小的邻域上是一一的.
 

设U 为z在DB 中的邻域.
 

对i=
1,…,N,

 

σi 表示Uwi
与U 之间的双全纯映射且B(σi(z))=z.

 

由单值化定理以及DB 的单连通性,
 

σi 可延

拓到DB 上,
 

仍用σi 表示.
 

这里注意的是:
 

σi 是w=B(z)的逆,
 

不是文献[18]研究交换子时使用的局部逆.
对z0 ∈D\S以及DB 中包含z0 的开子集U,

 

设γi 是D\S中过z0 且包含wi 的闭曲线.
 

当将{σi}沿着
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γj 移动时,
 

由解析延拓性,
 

我们可得到{1,
 

2,
 

…,
 

k}的一个排列τj.
 

由此可定义CN 上的一个酉算子

Uj(c1,
 

…,
 

ck)=(cτj(1)
,

 

…,
 

cτj(k)
)

我们用α:
 

π1(D\S) →U(Ck)表示该酉表示.
 

根据该表示α,
 

由向量丛的构造可知,
 

可在D\S上构造一个

平坦酉向量丛EB.
 

显然E=EB 􀱋CM 也是D\S上的平坦酉向量丛,
 

该向量丛对应的Bergman丛位移就是

Nψ-商模上以有限Blaschke乘积为符号的Toeplitz算子的模型.
定理2 设B(z1)是M 阶Blaschke乘积,

 

Nψ(z2)
上的Toeplitz算子TB(z1)

酉等价于L2
a(D)􀱋CM 上的

算子TEα 􀱋I,
 

这里的I是CM 上的单位算子.
证  用f1=(1,

 

0,
 

…,
 

0),
 

…,
 

fM =(0,
 

…,
 

0,
 

1)表示CM 的标准正交基.
 

对1≤k≤M,
 

定义

H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

)到CM 的酉变换U1:
 

λk(z2)| →fk.
 

文献[1]定义了L2
a(Dz2

)到L2
a(Eα)的酉

算子

V0(f(z2))=
1
N
((f􀳱σ1)σ'

1,
 

…,
 

(f􀳱σN)σ'
N)tr

且有

V0􀳱MB(z1)=TEB􀳱V0

从而算子

V=U1 􀱋V0:
 

(H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

))􀱋L2
a(D) →CM 􀱋L2

a(Eα)

V 显然是酉算子.
 

定义算子U:
 

Nψ →L2
a(Eα)􀱋CM 为U0:

 

Nψ(z2) → (H2(Tz2
)􀱉ψ(z2)H2(Tz2

))􀱋

L2
a(D)与V 的复合,

 

且有

UTB =VU0TB =(U1 􀱋V0)(I􀱋MB(z1)
)=U1 􀱋 (V0MB(z1)

)=

U1 􀱋 (TEBV0)=(
 

Id􀱋TEB
)U

  推论1 Nψ(z2)
上的Toeplitz算子TB(z1)

的双交换子与TEα 􀱋Id 的双交换子等同.
由于有限阶矩阵是有限维的,

 

由推论1可见 MB 的双交换子是有限维的,
 

也就说明 MB 的极小约

化子空间是有限的.
 

在后续研究中,
 

我们将通过该向量丛模型进一步研究 Nψ(z2)
上的 Toeplitz算子

TB(z1)
的性质.
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A
 

Vector
 

Bundle
 

Model
 

of
 

Toeplitz
 

Operators
 

on
 

the
 

Quotient
 

Module
 

Nψ
 in

 

the
 

Bidisc

XU
 

An-jian1, ZOU Yang2
1.

 

School
 

of
 

Science,
 

Chongqing
 

University
 

of
 

Technology,
 

Chongqing
 

400054,
 

China;

2.
 

Department
 

of
 

Mathematics
 

and
 

Information
 

Project,
 

Chongqing
 

University
 

of
 

Education,
 

Chongqing
 

400067,
 

China

Abstract:
 

Let
 

D
 

be
 

an
 

open
 

unit
 

disc
 

in
 

the
 

complex
 

plane,
 

H2(D2)
 

the
 

Hardy
 

module
 

on
 

the
 

bidisc
 

D2,
 

and
 

ψ(z2)
 

a
 

finite
 

Blaschke
 

product.
 

Firstly,
 

the
 

Nψ-quotient
 

module
 

of
 

H2(D2)
 

is
 

defined,
 

and
 

an
 

equiv-
alent

 

characterization
 

of
 

the
 

quotient
 

module
 

Nψ
 is

 

given
 

by
 

the
 

properties
 

of
 

a
 

finite
 

Blaschke
 

product.
 

Secondly,
 

an
 

orthonormal
 

basis
 

is
 

constructed
 

according
 

to
 

this
 

equivalent
 

characterization
 

and
 

a
 

more
 

con-
crete

 

characterization
 

of
 

Nψ
 is

 

given.
 

Finally,
 

the
 

analytic
 

Toeplitz
 

operators
 

on
 

Nψ-quotient
 

module
 

with
 

the
 

finite
 

Blaschke
 

product
 

B(z1)
 

as
 

symbols
 

are
 

studied,
 

and
 

a
 

Bergman
 

bundle
 

shift
 

model
 

is
 

constructed
 

by
 

investigation
 

of
 

the
 

set
 

of
 

inverses
 

of
 

B(z1).
 

Furthermore,
 

the
 

geographical
 

characterization
 

of
 

some
 

properties
 

of
 

the
 

Toeplitz
 

operator
 

is
 

given
 

using
 

this
 

model.
Key

 

words:
 

Toeplitz
 

operator;
 

Bergman
 

space;
 

Hardy
 

space;
 

quotient
 

module
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