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摘要:讨论一类具有粘弹性项和非线性Neumann边界耗散的波动方程解的存在唯一性.
 

首先利用极大单调算子理

论,
 

建立在有限时间区域内解的存在唯一性.
 

然后利用解的能量估计得到全局解.
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设Ω ⊂R3 是一个有界、
 

连通区域并且有光滑边界Γ,
 

单位外法向量记为ν.
 

已有许多工作研究了如下

方程:

utt-k(0)Δu-∫
∞

0
k'(s)Δu(t-s)ds+g(u)=f (x,

 

t)∈Ω×R+

u(x,
 

t)=0 (u,
 

t)∈Γ×R+

u(x,
 

t)=u0(x,
 

t) x∈Ω,
 

t≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1)

这类方程主要用于粘弹性材料力学中.
 

对于这类方程,
 

一些研究者通过研究一类抽象积分微分方程在函数

空间中的渐近稳定性态,
 

把最终结果应用于粘弹性中[1-3].
 

在此基础上一些研究者将粘弹性方程转化在动

力系统理论框架下[4-5]来讨论解的存在唯一性.
 

上面这类方程(1)也是在动力系统框架下,
 

通过半群理论、
 

Faedo-Galerkin等方法讨论解的存在唯一性问题[6-7].
 

后来,
 

一些研究者研究了如下方程:

utt-k(0)Δu-∫
∞

0
k'(s)Δu(t-s)ds+g(ut)=f (x,

 

t)∈Ω×R+

u(x,
 

t)=0 (u,
 

t)∈Γ×R+

u(x,
 

t)=u0(x,
 

t) x∈Ω,
 

t≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

这类是含有内部阻尼项并且边界项为0的粘弹性方程.
 

现在大部分文章都是讨论非线性阻尼项在内部解的

存在唯一性[8],
 

而边界阻尼的情形考虑不多[9].
 

本文将研究非线性阻尼项在边界且满足Neumann边界条件

解的存在唯一性问题.
 

考虑方程如下:

utt-k(0)Δu-∫
∞

0
k'(s)Δu(t-s)ds+f(u)=0 (x,

 

t)∈Ω×R+

􀆟νu=-g(ut) (u,
 

t)∈Γ×R+

u(x,
 

t)=u0(x,
 

t),
 

ut(x,
 

t)=v0(x,
 

t) x∈Ω,
 

t≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3)

在这个方程中f 和g 都是非线性项;
 

u=u(x,
 

t)是实值函数,
 

代表位移矢量.
 

为了将方程(3)转化成某个
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相空间的自治动力系统,
 

根据文献[5],
 

对于这类带记忆项的双曲型的阻尼波方程引入新的变量:

ηt
 

(x,
 

s)=u(x,
 

t)-u(x,
 

t-s) (4)
对式(4)中的t求导得

ηt
t(s)=-ηs

t(s)+ut(t) (5)
同时,

 

令μ(s)=-k'(s)且k(∞)=1,
 

定义v=ut,
 

则方程(3)可以转化为如下形式:

utt=Δu+∫
∞

0
μ(s)Δη(s)ds-f(u)

􀆟νu=-g(ut)

ηt
t=-ηs

t+ut

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(6)

为了让方程(6)更加精确,
 

根据文献[10],
 

可以引入线性算子:

Tη=-η',
 

dom(T)={η∈L2
μ(R

+,
 

H1):
 

η'∈L2
μ(R

+,
 

H1),
 

η(0)=0}
则方程(6)可以转化为如下形式:

utt=Δu+∫
∞

0
μ(s)Δη(s)ds-f(u)

􀆟νu=-g(ut)

ηt
t=Tη+ut

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(7)

其初值条件为

u0(x)=u0(x,
 

0)

v0(x)=􀆟t
 u0(x,

 

t)|t=0

η0(x,
 

s)=u0(x,
 

0)-u0(x,
 

-s)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

通常记忆项μ 满足如下假设条件[6]:
(h1)

 

μ ∈C1(R+)∩L1(R+),
 

∀s∈R+;
(h2)

 

μ(s)≥0且μ'(s)≤0,
 

∀s∈R+;

(h3)
 

∫
∞

0
μ(s)ds=κ0 >0;

(h4)
 

μ'(s)+δμ(s)≤0,
 

∀s∈R+ 且δ>0.
对非线性项f 做如下假设[6]:

(f1)
 

f∈C1
 

(R),
 

并定义F(s)=∫
s

0
 f(y)dy;

(f2)
 

lim
 

inf
|y|→∞

F(y)
y2 ≥0;

(f3)
 

|f(y)|≤Γy.
对非线性项g 做如下假设[6]:
(g1)

 

g∈C1
 

(R)且g(0)=0.
 

g 是一个增函数,
 

0≤m1 ≤g'(s)≤m2 < ∞,
 

|s|>R.

1 记号与引理

设Ω ⊂R3 是一个有界、
 

连通区域并且有一个光滑的边界Γ.
 

本文所涉及函数空间L2(Ω)的内积为

(u,
 

v)=∫Ω
(u(x)v(x))dx

且相应的范数被定义为

‖u‖2=∫Ω
|u|2dx

我们定义L2(Ω)上的正定算子A=-Δ,
 

其中dom(A)=H1(Ω).
 

当γ≥0时,
 

我们定义紧嵌入Hilbert空

间,
 

dom(A
γ
2)=H

γ
2(Ω),

 

范数和内积分别定义为‖u‖γ =‖A
γ
2u‖,

 

(u,
 

v)γ =(A
γ
2u,

 

A
γ
2v).

 

参照文献

[8],
 

定义Lμ
2(R+,

 

H1
 

)为在R+ 上的 H1-值的Hilbert空间,
 

具有下面的内积
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<η1,
 

η2>L2μ(R+,
 

H1)=∫
∞

0
μ(s)(η1,

 

η2)1ds (8)

和范数

‖η‖2L2μ(R+,
 

H1)=<η,
 

η>L2μ(R+,
 

H1)
(9)

由(h4)可知

<Tη,
 

η>L2μ(R+,
 

H1)=
1
2∫

∞

0
μ'(s)‖η‖21ds≤-

δ
2‖η‖

2
L2μ
(R+,

 

H1)
(10)

最后定义乘积Hilbert空间:
 

H=H1×L2×Lμ
2(R+,

 

H1).
 

其内积为

<(u1,
 

v1,
 

η1),
 

(u2,
 

v2,
 

η2)>H=(u1,
 

u2)1+(v1,
 

v2)+<η1,
 

η2>L2μ(R+,
 

H1)
(11)

范数为

‖(u,
 

v,
 

η)‖2H=‖u‖21+‖v‖2+‖η‖2Lμ
2(R+,

 

H1)
(12)

  定义1[11] 设A:
 

D(A)⊂H →H 是一个无界线性算子,
 

称A 是单调的,
 

如果(Av,
 

v)≥0,
 

∀v∈
D(A);

 

A 称为极大单调的,
 

如果R(I+A)= H 也成立,
 

即 ∀f∈H,
 

∃u∈D(A)使得u+Au=f.
引理1[11] 设A 是Hilbert空间 H 中的极大单调算子.

 

那么,
 

任给u0 ∈D(A),
 

存在唯一的函数:

u∈C1([0,
 

∞);
 

H)∩C([0,
 

∞);
 

D(A))
满足

d
dtu+Au=0

u(0)=u0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

此外,
 

我们有

|u(t)|≤|u0|,
 d
dtu
(t)≤|A(u(t))|≤|Au0|   ∀t≥0

  命题1[12] 设Φ 是W →R∞ 上的凸泛函,
 

Λ 是V →W 上的线性连续算子.
 

如果Φ 在Λ 的某些值

域上连续,
 

􀆟(Φ􀳱Λ)=Φ'·􀆟(Φ)·Λ.

2 主要结论

本文在文献[9]的基础上,
 

对方程(7)的解的存在唯一性进行了研究.
 

将利用最大单调算子理论证明全

局解的存在性与唯一性.
定理1 假设满足条件(h1)-(h4),

 

(f1)-(f3),
 

(g1),
 

当(u0,
 

v0,
 

η0)∈D(A)时,
 

方程(3)在有限

区间[0,
 

T]上存在唯一的强解(u,
 

v,
 

η).
 

当T→∞时,
 

能量方程E(t)是有界的且只与初值有关,
 

则方程

(3)存在唯一的全局解(u,
 

v,
 

η).
证  1)

 

首先证明局部解的存在性与唯一性.
我们的首要目标是对方程(7)做关于最大单调算子理论的构想.

 

为了达到目的,
 

引入Neumann拉普拉

斯算子ΔN:
 

L2(Ω) →L2(Ω).
 

这是一个无界算子,
 

定义域为

D(ΔN)= u∈H1(Ω):
 􀆟u
􀆟ν Γ

=0 
由于这个算子是单射且是自伴的,

 

因此 Neumann拉普拉斯算子可以扩张成连续算子ΔN:
 

H1(Ω) →

(H1(Ω))',
 

并且可以定义正定算子-ΔN 的分数幂形式.
 

参考文献[13],
 

分数幂算子(-ΔN)
1
2 的定义域与

H1(Ω)同构,
 

即D((-ΔN)
1
2)~H1(Ω).

下面引入Neumann映射[14]N:
 

H1(Γ) →(H1(Ω))'.
 

定义如下:

Np=q⇔
Δq=0

 

in
 

Ω
􀆟νq=p

 

in
 

Γ 
同理可以定义 Neumann映射的对偶映射 N*:

 

(H1(Ω))' → (H
-
1
2(Γ))'.

 

令p ∈ H
-
1
2(Γ)且v ∈
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D(ΔN),

<N*ΔN
 v,

 

p>=<ΔN
 v,

 

Np>=<ΔN
 v,

 

q>=∫Ω
Δvq=

∫Ω
vΔq+∫Γ

(􀆟νv
 

q-v􀆟νq)dΓ=-∫Γ
vpdΓ=-<v,

 

p>

由此可得对偶映射满足N*ΔN
 v=-γv=-v|Γ,

 

∀v∈H1(Ω)=D((-ΔN)
1
2).

 

所以可以引入非线性算

子A,
 

其中

D(A)= (u,
 

v,
 

η)∈H|u+∫
∞

0
μ(s)η(s)ds+Ng(γv)∈D(ΔN)  

A 是H上的非线性算子,
 

可定义
 

A(u,
 

v,
 

η)=(-v,
 

-ΔN(u+∫
∞

0
μ(s)η(s)ds+Ng(γv)),

 

-Tη-v)

因此可以把方程(7)写成类似于常微分方程的变分形式,
 

即

d
dt
(u,

 

v,
 

η)+A(u,
 

v,
 

η)=(0,
 

-f(u),
 

0) (13)

显然方程(13)右端项-f(u)满足局部Lipschitz条件.
 

要证明方程局部解的存在唯一性,
 

需要利用最大单

调算子理论,
 

证明A 是最大单调算子,
 

即根据定义1证明:
 

<Az1-Az2,
 

z1-z2>H≥0,
 

∀z1,z2∈D(A)
且range(A+I)=H.

令 ∀z1,
 

z2 ∈D(A),
 

其中z1=(u1,
 

v1,
 

η1),
 

z2=(u2,
 

v2,
 

η2),
 

有

<A(u1-u2,
 

v1-v2,
 

η1-η2),
 

(u1-u2,
 

v1-v2,
 

η1-η2)>H=
(v2-v1,

 

u1-u2)1-(ΔN(u1-u2),
 

v1-v2)+

∫
∞

0
μ(s)ΔN

 (η2(s)-η1(s))ds,
 

v1-v2  +(ΔNNg(γv2)-ΔNNg(γv1),
 

v1-v2)+

<T(η2-η1),
 

η1-η2>Lμ
2(R+,

 

H1)+<v2-v1,
 

η1-η2>L2μ(R+,
 

H1)=

(ΔN(v1-v2),
 

u1-u2)-(ΔN(u1-u2),
 

v1-v2)+

∫
∞

0
μ(s)ΔN

 (η2(s)-η1(s))ds,
 

v1-v2  +∫
∞

0
μ(s)(ΔN

 (v1-v2),
 

η1(s)-η2(s))ds+

(γ*g(γv1)-γ*g(γv2),
 

v1-v2)-<T(η1-η2),
 

η1-η2>L2μ(R+,
 

H1)≥0

进一步由(g1)和(10)式可知对 ∀z1,z2 ∈D(A),
 

<Az1-Az2,
 

z1-z2>H ≥0.

接下来,
 

需要证明A+I是满射.
 

令(u
∧,

 

v
∧,

 

η
∧)∈H,

 

故

u-v=u
∧

v+Au+∫
∞

0
μ(s)Aη(s)ds-ΔNNg(γv)=v

∧

η-Tη-v=η
∧

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)

由(14)式得

η(s)=(1-e-s)v+∫
s

0
eδ-sη

∧(δ)dδ (15)

将(15)式代入(14)式中

v+A(u
∧
+v)+∫

∞

0
μ(s)A (1-e-s)v+∫

s

0
eδ-sη

∧(δ)dδ  ds-ΔNNg(γv)=v
∧ (16)

其中设

w=v
∧
-Au

∧
-∫

∞

0
μ(s)∫

s

0
eδ-sAη

∧(δ)dδ  ds
d=1+∫

∞

0
μ(s)(1-e-s)ds>0

整理方程(16)得:
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v+dAv-ΔNNg(γv)=w (17)
取d=1,

 

(17)式即为:

-ΔNv+(I+B)v=w (18)

显然,
 

w=v
∧
-Au

∧
-∫

∞

0
μ(s)∫

s

0
eδ-s

 

Aη
∧(δ)dδ  ds∈(H1(Ω))'且B=γ*gγ.

 

根据文献[15],
 

若-ΔN +(I+B)

在H1(Ω) →(H1(Ω))'上是满射当且仅当I+B 是最大单调算子.
 

故令B=􀆟(Φ􀳱γ),
 

其中Φ(v)=∫Γ
ϕ(v)

且ϕ(s)=∫
s

0
g(τ)dτ.

由函数g的(g1)假设可知,
 

对∀v∈H
1
2,

 

Φ(v)是连续的并且Φ是凸泛函.
 

根据命题1,
 

Φ􀳱γ是泛函,
 

则次梯度凸泛函是最大单调算子.
 

也就是说B 是最大单调算子.
 

虽然算子I在H1(Ω) →(H1(Ω))'的映

射是有界、
 

半连续、
 

单调的,
 

但I+B 也是最大单调算子[15],
 

从而得出range(A+I)=H.
现在根据算子理论来解决方程(3)的初值问题.

 

根据上述证明可知方程(13)是一个具有最大单调算子

的有局部Lipschitz扰动的发展方程.
 

因此,
 

当(u0,
 

v0,
 

η0)∈D(A)时,
 

方程(3)在有限区间[0,
 

T]上存

在唯一的强解(u,
 

v,
 

η).
2)

 

证明当T→∞时,
 

方程(3)仍然存在唯一的解(u,
 

v,
 

η),
 

即强解是全局解.
 

首先对(3)式的第一个

等式乘以ut 得

1
2
d
dt‖∇u‖

2+
1
2
d
dt‖ut‖2+

1
2
d
dt‖η‖

2
L2μ
(R+,

 

H1)+

∫Γ
g(ut)utdΓ-

1
2∫

∞

0
μ'(s)‖η‖21ds+

d
dtF
(u(t))=0 (19)

则能量等式

E(t)=‖∇u‖2+‖ut‖2+‖η‖2L2μ(R+,
 

H1)
(20)

所以由(19)-(20)式得
 

d
dtE

(t)+2
d
dtF
(u(t))+2∫Γ

g(ut)utdΓ-∫
∞

0
μ'(s)‖η‖21ds=0 (21)

由(g1),(f2)和(10)式可知,
 

(21)式左边4项均大于等于0.
 

故一定存在

d
dt
(E(t)+F(u(t))≤0

由Gronwall引理得

E(t)+F(u(t))≤E(0)+F(u(0))
最终得出

E(t)≤E(0)+F(u(0))
运用最大单调算子理论知结论成立.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

discuss
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

solution
 

for
 

a
 

class
 

of
 

wave
 

equations
 

with
 

viscoelastic
 

term
 

and
 

nonlinear
 

Neumann
 

boundary
 

dissipation.
 

First,
 

we
 

establish
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

solution
 

on
 

a
 

finite
 

time
 

interval
 

with
 

the
 

maximal
 

monotone
 

operator
 

theory.
 

Then,
 

using
 

the
 

energy
 

estimation
 

of
 

the
 

solution,
 

we
 

obtain
 

the
 

global
 

solution.
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