
第43卷第6期         西
 

南
 

大
 

学
 

学
 

报
 

(自然科学版)           2021年6月

Vol.43 No.6 Journal
 

of
 

Southwest
 

University
 

(Natural
 

Science
 

Edition) Jun. 2021

DOI:
 

10.13718/j.cnki.xdzk.2021.06.011

一类带有变指数增长的Neumann问题

蒙 璐, 储昌木, 雷 俊

贵州民族大学
 

数据科学与信息工程学院,
 

贵阳
 

550025

摘要:考虑一类带有变号位势和变指数的半线性Neumann边值问题,
 

通过空间分解技术和变号位势函数的一些性

质,
 

证明了该类问题的泛函满足(PS)条件且具有山路几何结构,
 

利用变分方法获得了该类问题两个非平凡解的存

在性.
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考虑如下非线性Neumann问题:

-Δu=Q(x)|u|p(x)-2u+λf(x,
 

u) x∈Ω
􀆟u
􀆟v=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中Ω ⊂RN(N ≥3)是边界光滑的有界域,

2<p-=min{p(x):
 

x∈Ω}≤p(x)≤p+=max{p(x):
 

x∈Ω}<2* =
2N

N -2
λ 是正参数,

 

Q(x)是Ω 上满足

∫Ω

Q(x)
p(x)

dx<0   mes(Ω1)>0 (2)

的连续变号函数,
 

其中Ω1={x:
 

Q(x)≥0},
 

Ω2={x:
 

Q(x)<0}.
 

f:
 

Ω×R →R满足以下条件:

(f1)
 

存在常数a>0和0<σ<1,
 

使得对任意(x,
 

s)∈Ω×R,
 

|f(x,
 

s)|≤a|s|σ;

(f2)
 

lim
s→0

 

f(x,
 

s)
s =∞ 对x ∈Ω 一致成立.

近年来,
 

对具有Neumann边界的椭圆型偏微分方程的研究引起了许多学者的注意,
 

也获得了一些新的

成果(见文献[1-10]).
 

此外,
 

文献[11]研究了如下带有变号位势的Neumann问题:

-Δu+m(x)
 

u=a(x)up x∈Ω
􀆟u
􀆟v=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其中Ω 是RN 中光滑的有界域,
 

p>1,
 

a(x)是Ω 上变号的连续函数,
 

并利用约束最大化方法探讨了半线

性椭圆型问题正解的存在性.
文献[12]研究了以下问题:
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-Δu=Q(x)|u|2
*-2u+λf(x,

 

u) x∈Ω
􀆟u
􀆟v=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其中Ω ⊂RN 为具有光滑边界的有界域,
 

∫Ω
Q(x)dx <0.

 

众所周知,
 

与在H1
0(Ω)空间上讨论的Direchlet

边值问题不同,
 

在H1(Ω)空间上,
 

范数∫Ω
(|∇u|2+u2)dx 与∫Ω

|∇u|2dx 不等价.
 

因此,
 

文献[10]通过

空间分解和山路引理等临界点理论证明了该方程解的存在性.
 

随后,
 

文献[13-15]对类似的Neumann
 

问题

进行了研究并推广到一些情形.
 

受上述研究的启发,
 

本文讨论此类带有变指数增长的问题(1)的可解性.
问题(1)对应的泛函为

Jλ(u)=
1
2∫Ω

|∇u|2dx-∫Ω

Q(x)
p(x)|

u|p(x)dx-λ∫Ω
F(x,

 

u)dx

其中u∈H1(Ω),

F(x,
 

u)=∫
u

0
f(x,

 

s)ds

由文献[10]知,
 

H1(Ω)可作直和分解

H1(Ω)=R⊕V
其中

V= v∈H1(Ω):
 

∫Ω
vdx=0  

对u∈H1(Ω),
 

有u=t+v,
 

其中v∈V,

t=∫Ω
udμ(x)   dμ(x)=|Ω|-1dx

  在 H1(Ω)上,
 

定义等价范数 ‖u‖2V =t2+‖∇v‖22.
 

类似文献[11],
 

有如下引理:

  引理1 假设∫Ω

Q(x)
p(x)

dx <0,
 

则存在η>0,
 

使得对 ∀t∈R,
 

v∈V,
 

当

∫Ω
|∇v|2dx  

1
2

≤η|t|

时,
 

有

∫Ω

Q(x)
p(x)|

t+v|p(x)dx≤min
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)|

t|p-
dx,

 1
2∫Ω

Q(x)
p(x)|

t|p+
dx  

  证  若不然,
 

则对 ∀n∈N,
 

存在tn ∈R,
 

vn ∈V,
 

使得当

∫Ω
|∇vn|2dx  

1
2

≤
1
n|tn|

时,
 

有

∫Ω

Q(x)
p(x)|

tn +vn|p(x)dx>
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)|

tn|p-
dx (3)

或

∫Ω

Q(x)
p(x)|

tn +vn|p(x)dx>
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)|

tn|p+
dx (4)

  令ωn =|tn|-1vn,
 

由∫Ω
|∇vn|2dx  

1
2

≤
1
n|tn|知,

 

当n→ ∞ 时,
 

在L2(Ω)上 ∇ωn →0.
 

由嵌

入定理知,
 

当n→ ∞ 时,
 

在Lp- (Ω)和Lp+ (Ω)上ωn →0.

当|tn|≥1时,
 

对 ∀x ∈Ω,
 

1≤|tn|p(x)-p-

≤|tn|p+-p-
.

 

(3)式两边同时除以|tn|p-,
 

注意

到∫Ω

Q(x)
p(x)

dx <0,
 

可得
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∫Ω

Q(x)
p(x)|

1+ωn|p(x)dx≥∫Ω

Q(x)
p(x)|

1+ωn|p(x)|tn|p(x)-p-
dx>

1
2∫Ω

Q(x)
p(x)

dx

由ωn 在Lp- (Ω)和Lp+ (Ω)上均趋于0知

∫Ω

Q(x)
p(x)

dx>
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)

dx

此与∫Ω

Q(x)
p(x)

dx <0矛盾.

当|tn|≤1时,
 

对 ∀x ∈Ω,
 

|tn|p+-p-

≤|tn|p(x)-p-

≤1.
 

(4)式两边同时除以|tn|p-,
 

可得

|tn|p+-p-∫Ω

Q(x)
p(x)|

1+ωn|p(x)dx≥∫Ω

Q(x)
p(x)|

1+ωn|p(x)|tn|p(x)-p-
dx>

|tn|p+-p-

2 ∫Ω

Q(x)
p(x)

dx

即

∫Ω

Q(x)
p(x)|

1+ωn|p(x)dx>
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)

dx

同样,
 

当n→ ∞ 时,
 

有

∫Ω

Q(x)
p(x)

dx>
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)

dx

亦与∫Ω

Q(x)
p(x)

dx <0矛盾.

综上所述,
 

引理1的结论成立.
引理2 假设条件(f1),(f2)和(2)式成立,

 

则存在λ*,β,ρ>0,
 

使得对任意λ∈ (0,
 

λ*),
 

有:

􀃠
 

当 ‖u‖V =ρ 时,
 

Jλ(u)≥β;
􀃡

 

inf
‖u‖V≤ρ

Jλ(u)<0;

􀃢
 

存在ω ∈H1(Ω),
 

使得 ‖ω‖ ≥ρ,
 

Jλ(ω)≤0.

证  􀃠
 

当|t|≤1时,
 

对某一固定的η>0,
 

若 ‖∇v‖2 ≤η|t|,
 

则t2 ≥ ρ2

1+η2.
 

由引理1可知

∫Ω

Q(x)
p(x)|

t+v|p(x)dx≤
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)|

t|p-
dx=-A|t|p-

其中

A=-
1
2∫Ω

Q(x)
p(x)

dx>0

因此

Jλ(u)=
1
2∫Ω

|∇u|2dx-∫Ω

Q(x)
p(x)|

u|p(x)dx-λ∫Ω
F(x,

 

u)dx≥

A|t|p-

-λ∫Ω
F(x,

 

u)dx≥
Aρp-

(1+η2)
p-

2

-λ∫Ω
F(x,

 

u)dx (5)

  若 ‖∇v‖2 >η|t|,
 

由 ‖u‖2V =t2+‖∇v‖22 知

‖u‖V ≤ ‖∇v‖2 1+
1
η2  

1
2

(6)

由Sobolev不等式知,
 

当 ‖u‖V =ρ<1时,
 

存在常数C1 >0,
 

使得

∫Ω
Q(x)|u|p(x)dx ≤max

x∈Ω
{|Q(x)|}∫Ω

|u|p(x)dx≤

max
x∈Ω
{|Q(x)|}∫Ω

(|u|p-

+|u|p+)dx≤
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C1(‖u‖p-

V +‖u‖p+

V )≤2C1‖u‖p-

V ≤

2C1‖∇v‖p-

2 1+
1
η2  

p-

2

故当 ‖u‖V =ρ<1时,

Jλ(u)≥
1
2‖∇v‖

2
2-
2C1

p- ‖∇v‖
p-

2 1+
1
η2  

p-

2

-λ∫Ω
F(x,

 

u)dx

取

‖∇v‖2 ≤ρ≤min1,
 

p-

8C1 1+
1
η2  

p-

2  
1

p--2􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

就有

Jλ(u)≥
1
4‖∇v‖

2
2-λ∫Ω

F(x,
 

u)dx

由 ‖u‖V =ρ 和(6)式,
 

有

Jλ(u)≥ ρ2η2

4(1+η2)
-λ∫Ω

F(x,
 

u)dx (7)

  由条件(f1)知,
 

存在常数C(ρ)>0,
 

使得

∫Ω
|F(x,

 

u)|dx≤C(ρ)

因而,
 

对 ‖u‖V =ρ,
 

存在λ* >0,
 

当0<λ<λ* 时,
 

有

Jλ(u)≥min
ρ2η2

4(1+η2)
,

 Aρp-

(1+η2)
p-

2  -λC(ρ)≥
1
2min

ρ2η2

4(1+η2)
,

 Aρp-

(1+η2)
p-

2  =β

  􀃡
 

由条件(f2)知,
 

对任一给定的M >0,
 

存在t0 ∈ (0,
 

1),
 

当0<t<t0 时,
 

F(x,
 

t)≥
t2M
2 .

 

故

Jλ(t)≤-∫Ω

Q(x)|t|p(x)

p(x)
dx-

t2

2λM|Ω|≤

-|t|p+

p+∫Ω1
Q(x)dx-|t|p-

p-∫Ω2
Q(x)dx-

t2

2λM|Ω|≤

-|t|p-

p-∫Ω2
Q(x)dx-

t2

2λM|Ω|

由p->2知,
 

当t0 充分小时,
 

Jλ(t)<0,
 

从而 inf
‖u‖V≤ρ

Jλ(u)<0.

􀃢
 

令v0 ∈supp{Ω1}(v0 ≠0),
 

当t>1时,

Jλ(tv0)=
t2

2∫Ω
|∇v0|2dx-∫Ω

Q(x)tp(x)|v0|p(x)

p(x)
dx-λ∫Ω

F(x,
 

tv0)dx≤

t2

2∫Ω
|∇v0|2dx-∫Ω1

Q(x)tp(x)|v0|p(x)

p(x)
dx-λ∫Ω

F(x,
 

tv0)dx≤

t2

2∫Ω
|∇v0|2dx-|t|p-

p+∫Ω1
Q(x)|v0|p(x)dx-λ∫Ω

F(x,
 

tv0)dx

由mes(Ω1)>0,
 

则

∫Ω1
Q(x)|v0|p(x)dx>0

注意到p->2,
 

当t→∞时,
 

Jλ(tv0)→ -∞.
 

取t1 充分大,
 

使得ω=t1v0 满足‖ω‖≥ρ,
 

则Jλ(ω)<0.
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引理3 假设条件(f1),(f2)和(2)式成立,
 

则存在Λ* >0,
 

使得0<λ<Λ* 时,
 

Jλ 满足(PS)条件.
证  设{un}是 H1(Ω)中的任一(PS)序列,

 

则存在c>0,
 

使得当n→ ∞ 时,
 

有

Jλ(un)→c   J'
λ(un)→0 (8)

下证{un}有界.
 

假设 ‖un‖ → ∞,
 

令vn =
un

‖un‖
,

 

则有 ‖vn‖=1.
 

故存在v∈H1(Ω),
 

使得

vn⇀v x∈H1(Ω)

vn →v x∈Lq(Ω)(1≤q<2*)

vn(x)→v(x) a.e.
 

x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

由(8)式可得

1
2∫Ω

|∇vn|2dx-∫Ω

Q(x)
p(x)

‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx-λ‖un‖-2∫Ω
F(x,

 

vn‖un‖)dx =o(1) (9)

∫Ω
|∇vn|2dx-∫Ω

Q(x)‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx-λ‖un‖-1∫Ω
f(x,

 

vn‖un‖)vndx =o(1) (10)

由条件(f1)知

∫Ω

F(x,
 

vn‖un‖)
‖un‖2

dx=∫Ω

F(x,
 

un)
‖un‖2

dx=∫Ω

∫
un

0
f(x,

 

s)ds

‖un‖2
dx≤

∫Ω

a∫
un

0
|s|σds

‖un‖2
dx=∫Ω

a|un|σ+1

(σ+1)‖un‖2
dx=

∫Ω

a‖vn‖σ+1

(σ+1)‖un‖1-σ
dx

由于 ‖vn‖=1,
 

则存在C ≥0,
 

使得

∫Ω

a‖vn‖σ+1

(σ+1)
dx≤C

故当n→ ∞ 时,

∫Ω

F(x,
 

vn‖un‖)
‖un‖2

dx →0

类似地可以推出,
 

当n→ ∞ 时,

∫Ω

f(x,
 

vn‖un‖)vn

‖un‖
dx →0

由此,

1
2∫Ω

|∇vn|2dx-∫Ω

Q(x)
p(x)

‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx=o(1)

∫Ω
|∇vn|2dx-∫Ω

Q(x)‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx=o(1)

则当n→ ∞ 时,
 

可得

∫Ω
|∇vn|2dx →0   ∫Ω

Q(x)‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx →0

由∫Ω
|∇vn|2dx→0知,

 

v=l(l为常数),
 

由∫Ω
Q(x)‖un‖p(x)-2|vn|p(x)dx→0知,

 

∫Ω
Q(x)|l|p(x)=0.

 

故可得l=0和vn →0,
 

与‖vn‖=1矛盾,
 

故{un}在H1(Ω)上有界.
 

故存在一个收敛子列(仍记为{un})
和u∈H1(Ω),

 

使得当n→ ∞ 时,
 

有

un⇀u x∈H1(Ω)

un →u x∈Lq(Ω)(1≤q<2*)

un(x)→u(x) a.e.
 

x∈Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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取任意的i,j∈N,
 

就有

‖ui-uj‖2=∫Ω
(ui-uj)2dx+∫Ω

(∇ui-∇uj)2dx=

<J'
λ(ui)-J'

λ(uj),
 

ui-uj>+∫Ω
(ui-uj)2dx+

∫Ω
Q(x)(|ui|p(x)-1-|uj|p(x)-1)(ui-uj)dx+

λ∫Ω
(f(x,

 

ui)-f(x,
 

uj))(ui-uj)dx

又因为

<J'
λ(ui)-J'

λ(uj),
 

ui-uj>→0   ∫Ω
(ui-uj)2dx →0

∫Ω
Q(x)(|ui|p(x)-1-|uj|p(x)-1)(ui-uj)dx≤C∫Ω

(|ui|p(x)-1-|uj|p(x)-1)(ui-uj)dx →0

λ∫Ω
(f(x,

 

ui)-f(x,
 

uj))(ui-uj)dx≤aλ∫Ω
(|ui|σ -|uj|σ)(ui-uj)dx →0

所以当i,j→ ∞ 时,
 

‖ui-uj‖ →0,
 

故{un}在 H1(Ω)中存在强收敛的子列,
 

引理3得证.
定理1 假设条件(f1),(f2)和(2)式成立,

 

则存在λ* >0,
 

使得0<λ<λ*,
 

那么问题(1)有两个非

平凡解.
证  由引理2知

cλ
􀮨=inf

‖u‖≤ρ
Jλ(u)<0< inf

‖u‖=ρ
Jλ(u)

在{u:
 

‖u‖V ≤ρ}上运用Ekeland􀆳s变分原理[16],
 

获得问题(1)有一个解u1,
 

满足Jλ(u1)=cλ
􀮨 <0.

 

由引

理2知,
 

Jλ(u)具有山路几何结构.
 

由引理3知,
 

当λ* >0,
 

λ∈ (0,
 

λ*)时,
 

Jλ(u)满足(PS)条件.
 

令

Γ={g∈C[0,
 

1],
 

H1(Ω):
 

g(0)=0,
 

g(1)=ω}   cλ =inf
 

max
g∈Γ,

 

t∈[0,
 

1]
Jλ(g(t))

由山路引理知,
 

问题(1)存在另一个解u2,
 

满足Jλ(u2)=cλ >0.
 

由于

Jλ(u1)<0=Jλ(0)<Jλ(u2)
故u1 和u2 是问题(1)的两个不同的非平凡解.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

consider
 

a
 

class
 

of
 

semilinear
 

Neumann
 

boundary
 

value
 

problems
 

with
 

variable
 

sign
 

potential
 

function
 

and
 

variable
 

exponent.
 

Using
 

the
 

space
 

decomposition
 

technique
 

and
 

some
 

proper-
ties

 

of
 

sign-changing
 

potential
 

function,
 

we
 

prove
 

that
 

the
 

functional
 

of
 

such
 

problems
 

satisfies
 

the
 

(PS)
 

conditions
 

and
 

has
 

astructure
 

of
 

mountain
 

pass
 

geometry.
 

With
 

the
 

variational
 

method,
 

we
 

obtain
 

the
 

ex-
istence

 

of
 

two
 

nontrivial
 

solutions
 

of
 

these
 

problems.
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