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改进共轭梯度法的收敛性
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摘要:提出一类PRP,HS,LS共轭梯度法的修正参数公式,
 

改进方法的搜索方向自动充分下降.
 

在标准 WWP线搜

索和新型 MWWP线搜索下,
 

证明了算法的全局收敛性.
 

数值实验表明算法结果是有效的.
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解极小化问题min{f(x)|x ∈Rn}的迭代法有多种,
 

其中共轭梯度法由于无须用到 ∇2f(x)等n 阶

矩阵数据,
 

存储需求少而特别适合大规模优化问题
 [1-18].

 

传统共轭梯度法的迭代格式为:

xk+1=xk +αkdk (1)

dk =
-gk k=1

-gk +βkdk-1 k≥2 (2)

其中:
 

dk 为搜索方向,
 

αk 为步长因子,
 

βk 为参数,
 

gk =∇f(xk),
 

sk =xk+1-xk.
 

不同的βk 参数公式对应

不同的共轭梯度法.
 

著名的PRP,HS,LS,FR,DY,CD方法的参数公式如下:

βPRP
k =

gT
kyk-1

‖gk-1‖2
   βHS

k =
gT

kyk-1

dT
k-1yk-1

   βLS
k =

gT
kyk-1

-gT
k-1dk-1

βFR
k =

‖gk‖2

‖gk-1‖2
   βDY

k =
‖gk‖2

dT
k-1yk-1

   βCD
k =

‖gk‖2

-gT
k-1dk-1

其中:
 

yk-1=gk-gk-1,
 

‖·‖为欧氏范数.
 

基于βk≥0在某些类型共轭梯度法收敛性分析中的重要性,
 

文

献[5-14]均对βk 采取相应的非负修正策略,
 

如文献[5]对βPRP
k 截值得到βPRP+

k =max{βPRP
k ,

 

0}≥0;
 

文献

[7-8]则从βPRP
k 与βFR

k ,
 

βHS
k 与βDY

k ,
 

βLS
k 与βCD

k 凸组合的方式,
 

得到βPRP
k ,

 

βHS
k ,

 

βLS
k 的非负修正公式如下:

βWYL
k =

gT
kyk-1

‖gk-1‖2
   βMHS

k =
gT

kyk-1

dT
k-1yk-1

   βMLS
k =

gT
kyk-1

-gT
k-1dk-1

其中

yk-1=gk -
‖gk‖
‖gk-1‖

gk-1

相应的 WYL,MHS,MLS方法都具有较好的收敛性.
类似地,

 

βPRP
k ,

 

βHS
k ,

 

βLS
k 也可修正为:

βVPRP
k =

gT
ky*

k-1

‖gk-1‖2
   βVHS

k =
gT

ky*
k-1

dT
k-1yk-1

   βVLS
k =

gT
ky*

k-1

-gT
k-1dk-1

(3)
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其中:

y*
k-1=

‖gk-1‖
‖gk‖

gk -gk-1

这一修改方式能确保βk ≥0,
 

但却无法满足充分下降条件:
 

∃c∈ (0,
 

1),
 

使

gT
kdk ≤-c‖gk‖2   ∀k≥1 (4)

  然而某些类型共轭梯度法的收敛性依赖于充分下降条件,
 

因此文献[11]定理1只得将“满足充分下降

条件”作为预设前提.
 

事实上VPRP,VHS,VLS方法不满足充分下降性,
 

其全局收敛性仍无法保证.
受文献[9-10,16-17]充分下降性策略的启发,

 

我们修改(3)式的分母,
 

得到

β
V1
k =

gT
ky*

k-1

max{‖gk-1‖2,
 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}

(5)

β
V2
k =

gT
ky*

k-1

max{dT
k-1yk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}

(6)

β
V3
k =

gT
ky*

k-1

max{-gT
k-1dk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}

(7)

其中常数μ>2.
 

我们将讨论(1),(2)式迭代法的收敛性,
 

其中参数βk 取自(5),(6)或(7)式,
 

步长因子αk

考虑采用经典的weak
 

Wolfe-Powell(WWP)线搜索[2]及文献[18]针对BFGS和PRP方法设计的modified
 

weak
 

Wolfe-Powell(MWWP)线搜索.
记参数为δ,σ 的 WWP线搜索条件为 WWP(δ,

 

σ)条件:

f(xk +αkdk)-fk ≤δαkgT
kdk (8)

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk (9)

其中:
 

δ∈ (0,
 1
2
),

 

σ∈ (δ,
 

1).

记参数为δ1,δ,σ 的 MWWP线搜索条件为 MWWP(δ1,
 

δ,
 

σ)条件:

f(xk +αkdk)-fk ≤δαkgT
kdk +αkmin{-δ1gT

kdk,
 

δ
αk

2‖dk‖2} (10)

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk +min{-δ1gT

kdk,
 

δαk‖dk‖2} (11)

其中:
 

δ∈ (0,
 1
2
),

 

δ1 ∈ (0,
 

δ),
 

σ∈ (δ,
 

1).

将β
V1
k ,β

V2
k ,β

V3
k 统称为βV

k,
 

对应的算法V1,V2 和V3 也统称为算法V.

1 算法及性质

算法V-WWP
步骤1 设定初值x1 ∈Rn,

 

μ>2,
 

0<δ1<δ<σ<1,
 

ε>0,
 

d1=-g1,
 

k=1.
 

若 ‖gk‖ ≤ε,
 

则停止.
步骤2 计算αk 满足 WWP(δ,

 

σ)条件(8)和(9)式.
步骤3 由(1)式计算xk+1.

 

若 ‖gk+1‖ ≤ε,
 

则停止.
步骤4 由(5),(6)或(7)式计算βk+1,

 

由(2)式计算dk+1.
步骤5 置k=k+1,

 

转步骤2.
在算法V-WWP框架中,

 

将步骤2改为计算αk 满足 MWWP(δ1,
 

δ,
 

σ)条件(10)和(11)式,
 

则得到

V-MWWP算法.
定理1 算法V-WWP生成的序列βk,gk,dk 满足0≤βk 和充分下降条件(4).
证  ∀k≥2,

 

由-‖gk‖‖gk-1‖ ≤gT
kgk-1 ≤ ‖gk‖‖gk-1‖,

 

可得
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0≤gT
ky*

k-1=gT
k(
‖gk-1‖
‖gk‖

gk -gk-1)=‖gk‖‖gk-1‖-gT
kgk-1 ≤2‖gk‖‖gk-1‖ (12)

又有

max ‖gk-1‖2,
 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kgk-1|  ≥μ

‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|≥0 (13)

maxdT
k-1yk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|  ≥μ

‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|≥0 (14)

max-gT
k-1dk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|  ≥μ

‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|≥0 (15)

从而,
 

可得0≤β
V1
k ,

 

0≤β
V2
k ,

 

0≤β
V3
k .

 

根据算法V-WWP步骤(4)βk 的取法,
 

可得0≤βk.

取c=1-
2
μ
,

 

则c∈ (0,
 

1).
 

当k=1时,
 

显然

gT
1d1=-‖g1‖2 ≤-c‖g1‖2

对k≥2情形,
 

若gT
kdk-1=0,

 

将gT
k 与(2)式两端作内积,

 

可得

gT
kdk =-‖gk‖2+βkgT

kdk-1=-‖gk‖2 ≤-c‖gk‖2

若gT
kdk-1 ≠0,

 

则由(12)-(15)式,
 

可得

β
V1
k ≤

2‖gk‖‖gk-1‖

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|

=
2‖gk‖2

μ|gT
kdk-1|

β
V2
k ≤

2‖gk‖‖gk-1‖

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|

=
2‖gk‖2

μ|gT
kdk-1|

β
V3
k ≤

2‖gk‖‖gk-1‖

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|

=
2‖gk‖2

μ|gT
kdk-1|

从而可得

0≤βk ≤
2‖gk‖2

μ|gT
kdk-1|

进一步可得

gT
kdk =-‖gk‖2+βkgT

kdk-1 ≤-‖gk‖2+βk|gT
kdk-1|≤-(1-

2
μ
)‖gk‖2=-c‖gk‖2

定理1得证.

2 原理与假设

证明算法的收敛性需要用到以下假设和引理.
假设:

􀃠
 

f(x)在水平集Ω={x ∈Rn|f(x)≤f(x1)}下方有界,
 

Ω 有界.
􀃡

 

∇f(x)在Ω 的某邻域N 上Lipschitz连续,
 

即存在常数L >0,
 

使得

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖   ∀x,y∈N (16)

  引理1[3,6] 考虑满足如下条件的任一共轭梯度法(1)-(2):
(a)βk ≥0.
(b)

 

搜索方向满足充分下降条件(4).
(c)

 

以下Zoutendijk条件成立:

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
<+∞ (17)
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  (d)
 

βk 满足性质(*):
 

设0<r≤ ‖gk‖ ≤r,
 

存在常数b>1和λ>0,
 

对 ∀k≥2有

|βk|<b和 ‖sk-1‖ ≤λ⇒|βk|≤
1
2b

若假设 􀃠 和 􀃡 成立,
 

则该迭代全局收敛.
以下算法收敛性分析中均假设 ‖gk‖ ≠0,

 

否则算法已得到f(x)的稳定点而终止.

3 全局收敛性

定理2 若假设 􀃠 和 􀃡 成立,
 

则算法V-WWP生成的序列gk,dk 满足Zoutendijk条件(17).
证  由(8)式和定理1,

 

知fk+1≤fk+δαkgT
kdk <fk,

 

递推可得fk+1<fk <…<f1.
 

再由假设􀃠
可知,

 

序列 fk  单调有界从而收敛,
 

即lim
k→∞

fk+1 为常数.

由(9)式和假设 􀃡,
 

可得

Lαk‖dk‖2 ≥dT
k(gk+1-gk)≥ (σ-1)gT

kdk

从而可得

αk ≥
(σ-1)

L
gT

kdk

‖dk‖2
(18)

由(8),(18)式可得

fk -fk+1 ≥-δαkgT
kdk ≥

δ(1-σ)
L

(gT
kdk)2

‖dk‖2
(19)

(19)式两端对k=1,2,… 求和,
 

可得

f1-lim
k→∞

fk+1 ≥
δ(1-σ)

L ∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2

从而可知(17)式成立,
 

定理2得证.
定理3 若假设 􀃠 和 􀃡 成立,

 

βk,gk,dk 为算法V-WWP生成的序列,
 

则βk 满足性质(*).
证  由(9)式和定理1,

 

可得

max{dT
k-1yk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}≥

dT
k-1yk-1 ≥-(1-σ)gT

k-1dk-1 ≥c(1-σ)‖gk-1‖2

max{-gT
k-1dk-1,

 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}≥

-gT
k-1dk-1 ≥c‖gk-1‖2 >c(1-σ)‖gk-1‖2

max{‖gk-1‖2,
 

μ
‖gk-1‖
‖gk‖

|gT
kdk-1|}≥

‖gk-1‖2 ≥c(1-σ)‖gk-1‖2

从而可得

0≤β
V1
k ≤

gT
ky*

k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2

0≤β
V2
k ≤

gT
ky*

k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2

0≤β
V3
k ≤

gT
ky*

k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2

根据算法V-WWP步骤(4)βk 的取法,
 

可知

0≤βk ≤
gT

ky*
k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2
(20)

假设 ∀k≥1,
 

0<r≤ ‖gk‖ ≤r,
 

其中r和r为常数.
 

取
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b=
2r

c(1-σ)r   λ=
c2(1-σ)2r2

8Lr

则由σ∈ (0,
 

1),
 

c=1-
2
μ
∈ (0,

 

1),
 

知b>1,
 

λ>0.

由(12)和(20)式,
 

可得

|βk|≤
gT

ky*
k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2
≤
2‖gk‖‖gk-1‖
c(1-σ)‖gk-1‖2

=
2‖gk‖

c(1-σ)‖gk-1‖
≤

2r
c(1-σ)r=b

设 ‖sk-1‖ ≤λ,
 

则由(16),(20)式及

‖y*
k-1‖=‖

‖gk-1‖
‖gk‖

gk -gk-1‖=

‖gk-1‖
‖gk‖

‖(gk -gk-1)+gk-1 1-
‖gk‖
‖gk-1‖  ‖ ≤

‖gk-1‖
‖gk‖

‖gk -gk-1‖+‖gk-1‖|1-
‖gk‖
‖gk-1‖

|  =
‖gk-1‖
‖gk‖

‖gk -gk-1‖+|‖gk-1‖-‖gk‖|  ≤

2‖gk-1‖‖gk -gk-1‖
‖gk‖

可得

|βk|≤
gT

ky*
k-1

c(1-σ)‖gk-1‖2
≤
‖gk‖‖y*

k-1‖
c(1-σ)‖gk-1‖2

≤
2‖gk -gk-1‖

c(1-σ)‖gk-1‖
≤

2L‖sk-1‖
c(1-σ)r ≤

2Lλ
c(1-σ)r=

1
2b

定理3得证.
由定理1-3以及引理1,

 

可得如下定理4.
定理4 若假设 􀃠 和 􀃡 成立,

 

gk 为算法V-WWP生成的序列,
 

则lim
 

inf
k→∞

‖gk‖=0.

定理5 若αk 满足 MWWP(δ1,
 

δ,
 

σ)条件,
 

则αk 也满足 WWP(δ-δ1,
 

σ)条件.

证  设αk 由MWWP(δ1,
 

δ,
 

σ)线搜索产生,
 

其中δ∈ 0,
 1
2  , 

δ1∈(0,
 

δ),
 

σ∈(δ,
 

1),
 

则由(10)

和(11)式,
 

可得

f(xk +αkdk)-fk ≤δαkgT
kdk +αkmin{-δ1gT

kdk,
 

δ
αk

2‖dk‖2}≤

δαkgT
kdk -δ1αkgT

kdk =(δ-δ1)αkgT
kdk (21)

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk +min{-δ1gT

kdk,
 

δαk‖dk‖2}≥σgT
kdk (22)

  显然δ-δ1∈ 0,
 1
2  , 

由(21)和(22)式,
 

可知αk 也满足参数为δ-δ1,
 

σ的 WWP线搜索条件.
 

定

理5得证.
  由定理5,

 

类似定理4的证明过程,
 

可得算法V-MWWP全局收敛,
 

即如下定理6成立.
  定理6 若假设 􀃠 和 􀃡 成立,

 

gk 为算法V-MWWP生成的序列,
 

则lim
 

inf
k→∞

‖gk‖=0.

4 数值实验

利用文献[19]的部分测试问题,
 

维数分别取1
 

000,5
 

000,10
 

000,
 

对算法PRP(采用 MWWP搜索)
和算法V-MWWP进行数值试验.

 

试验环境为:
 

ThinkPad
 

E580,
 

Intel(R)
 

Core(TM)
 

i5-8250U
 

CPU@
1.60GHz,

 

RAM
 

8.00GB,
 

Windows
 

10,
 

Matlab
 

R2016a.
 

算法参数δ1=0.05,
 

δ=0.1,
 

σ=0.9,
 

μ=5.1,
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ε=10-6.
 

终止条件为‖gk‖≤10-6 或迭代次数 N≥1
 

000.
 

计算结果见表1,
 

其中t表示算法所耗CPU
时间,

 

NaN表示算法终止时未满足‖gk‖≤ε.
表1 数值结果

问   题 维数
PRP

N t/s
V1

N t/s
V2

N t/s
V3

N t/s
Extended

 

Trigonometric
 

Function 1
 

000 147 0.094 138 0.078 138 0.109 128 0.078

5
 

000 178 2.438 187 2.438 185 2.531 189 2.406

10
 

000 178 4.922 154 4.578 168 4.188 156 4.234

Raydan
 

2
 

Function 1
 

000 NaN NaN 37 0 37 0.016 37 0.016
 

5000 NaN NaN 33 0.125 33 0.125 33 0.172

10
 

000 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

Diagonal
 

5
 

Function
 

(MatrixRom) 1
 

000 5 0 5 0 5 0 5 0

5
 

000 5 0.031 8 0.094 8 0.141 8 0.031

10
 

000 4 0.078 9 0.172 9 0.172 9 0.188

Extended
 

Himmelblau
 

Function
 

1
 

000 61 0 23 0.016 23 0.016 23 0

5
 

000 65 0.172 38 0.109 38 0.109 38 0.109

10
 

000 66 0.344 25 0.188 24 0.125 25 0.063

Extended
 

Block
 

Diagonal
 

BD1
 

Function 1
 

000 119 0.031 76 0.016 74 0.016 76 0.016

5
 

000 148 0.828 100 0.516 99 0.609 100 0.641

10
 

000 159 1.891 65 0.75 60 0.594 60 0.859

Extended
 

Quadratic
 

Penalty
 

QP1
 

Function 1
 

000 77 0.016 93 0.031 73 0.016 73 0.078

5
 

000 90 0.406 78 0.516 78 0.344 78 0.375

10
 

000 105 0.875 100 1.547 93 1.172 112 1.969

A
 

Quadratic
 

Function
 

QF2 1
 

000 35 0.016 25 0.016 25 0.016 25 0

5
 

000 35 0.109 26 0.109 26 0.063 26 0.109

10
 

000 35 0.172 25 0.109 25 0.109 25 0.109

DQDRTIC
 

(CUTE) 1
 

000 NaN NaN 59 0.016 NaN NaN 143 0.016

5
 

000 NaN NaN 99 0.281 NaN NaN 91 0.281

10
 

000 NaN NaN 542 3.266 141 0.984 87 0.609

DIXMAANA
 

(CUTE) 1
 

000 51 0.078 38 0.063 38 0.063 38 0.063

5
 

000 54 1.641 35 1.031 35 1.172 35 1.313

10
 

000 55 2.859 36 1.094 36 1.141 36 2.031

DIXMAANC
 

(CUTE) 1
 

000 137 0.219 122 0.188 122 0.188 122 0.172

5
 

000 141 4.469 125 3.781 125 4.078 125 4.031

10
 

000 141 7.547 127 5.641 127 5.375 127 6.578

Broyden
 

Tridiagonal 1
 

000 129 0.094 77 0.047 45 0.047 58 0.031

5
 

000 144 1.938 108 1.469 99 1.313 122 1.75

10
 

000 191 5.141 128 3.766 130 3.875 129 3.875

DIXMAAND
 

(CUTE) 1
 

000 43 0.078 33 0.047 33 0.063 33 0.047

5
 

000 44 1.391 33 0.953 33 1.063 33 1.125

10
 

000 45 2.5 34 1.313 34 1.625 34 1.5
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 续表1

问   题 维数
PRP

N t/s
V1

N t/s
V2

N t/s
V3

N t/s

COSINE
 

(CUTE) 1
 

000 NaN NaN 35 0.016 35 0.031 35 0.016

5
 

000 NaN NaN 39 0.516 36 0.375 36 0.484

10
 

000 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

Extended
 

DENSCHNB
 

(CUTE) 1
 

000 75 0.016 60 0.078 60 0 60 0

5
 

000 80 0.172 64 0.219 64 0.172 64 0.219

10
 

000 81 0.547 65 0.438 65 0.438 65 0.297

Extended
 

DENSCHNF
 

(CUTE) 1
 

000 135 0.016 34 0 34 0 34 0.016

5
 

000 76 0.5 45 0.234 58 0.359 33 0.125

10
 

000 80 0.844 43 0.344 38 0.391 52 0.563

  应用文献[20]的技术得到算法PRP与算法V关于迭代次数和CPU时间比较的效能图(图1和图2).
 

可见算法V对这些测试问题的数值表现比算法PRP更好些.

图1 算法迭代次数效能图 图2 算法CPU时间效能图
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Abstract:
 

A
 

class
 

of
 

modified
 

parameter
 

formulas
 

of
 

PRP,
 

HS
 

and
 

LS
 

conjugated
 

gradient
 

methods
 

is
 

pro-
posed,

 

and
 

their
 

search
 

direction
 

automatically
 

possesses
 

the
 

sufficient
 

descent
 

property.
 

The
 

global
 

con-
vergence

 

of
 

the
 

algorithms
 

is
 

proved
 

under
 

the
 

standard
 

WWP
 

line
 

search
 

and
 

the
 

new
 

modified
 

WWP
 

line
 

search.
 

Preliminary
 

numerical
 

experiments
 

show
 

that
 

these
 

algorithms
 

are
 

effective.
Key
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conjugate
 

gradient
 

method;
 

sufficient
 

descent
 

property;
 

WWP
 

line
 

search;
 

global
 

convergence
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