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摘要:研究了Kaup-Boussinesq(KB)方程的留数对称和相互作用解.
 

首先,
 

通过Painlevé截断展开得到KB方程的

留数对称,
 

并将其留数对称局域化;
 

其次,
 

运用相容Riccati展开法,
 

证明了该方程是相容Riccati展开可解的;
 

最

后,
 

通过求解相容性方程,
 

并且借助雅可比椭圆函数构造了孤立波与椭圆周期波的相互作用解.
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非线性演化方程及其精确解在物理、
 

自然科学等领域有着非常重要的作用,
 

因此构造非线性发展

方程的精确解一直以来都是广大数学物理研究的重要问题之一.
 

众所周知,
 

对称群理论[1]和Painlevé

分析理论[2-3]是发现和解决非线性演化方程的两大重要方法.
 

在可积系统中,
 

获取非局域的方法主要

有逆递推算子法[4]、
 

Darboux变换法[5]、
 

Bäcklund变换法[6-7]、
 

截断的Painlevé方法[8]等.
 

Painlevé分析

是研究系统可积性的重要方法之一,
 

其重要的一个推广是截断的Painlevé展开方法.
 

该方法不仅可以

直接构造系统的Bäcklund变换和解析解,
 

还可以用来构造系统的非局域对称,
 

并且很多方程的相互

作用解可以由非局域对称得到.
 

文献[9]在做非局域对称的Painlevé截断展开时发现,
 

奇异流形的留

数是一个非局域对称,
 

称为留数对称[9].
 

文献[10]通过Painlevé截断展开方法提出了相容的Riccati展

开方法(CRE),
 

此方法不仅可以用来证明方程的CRE可解性,
 

而且可以根据可解性来构造方程的不

同类型的相互作用解,
 

例如孤立子、
 

椭圆函数解等,
 

这说明很多可积系统是相容Rccati展开可解并具

有相互作用解的.

本文主要研究了如下形式的Kaup-Boussinesq方程[11]

ut+(uv)x +
1
4γ

2vxxx =0

vt+vvx +ux =0







 (1)

方程(1)描述了浅水波运动,
 

其中u(x,
 

t)表示水平底部以上的水面高度,
 

v(x,
 

t)是相关的水平速度场.
 

当

γ=2时,
 

方程(1)可化为Boussinesq系统
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ut+(uv)x +vxxx =0

vt+vvx +ux =0 (2)

若取γ2=
4
3
,

 

那么方程(1)就可以转化为色散长波方程

ut+(uv)x +
1
3vxxx =0

vt+vvx +ux =0







 (3)

  文献[11]利用F展开法得到了方程(1)的一些精确解;
 

文献[12]给出了广义Kaup-Boussinesq方程的

不变解和守恒律;
 

文献[13]利用Euler-Lagrange变分原理得到了Kaup-Boussinesq方程的守恒律.
 

目前,
 

方程(1)的留数对称及其相互作用解还未被研究.

本文首先利用截断的Painlevé展开方法构造了Kaup-Boussinesq方程(1)的留数对称,
 

并通过引入新

的函数关系使之局域化;
 

然后通过CRE方法证明了方程(1)的相容Riccati展开可解性,
 

并利用此性质构造

了方程(1)的相互作用解.
 

在求解的过程中,
 

根据Riccati方程的解和椭圆方程的解,
 

再结合Jacobi椭圆函

数和第三类不完全椭圆积分构造出了一组新的椭圆周期波与孤立波相互作用解.
 

通过对KB方程的研究发

现,
 

CRE方法与Jacobi椭圆函数、
 

第三类不完全椭圆积分的结合是探索非线性方程新的精确解的一种十分

便捷且有效的方法.

1 留数对称及其局域化

对于Kaup-Boussinesq方程,
 

相应的Painlevé截断展开式为

v=v0+
v1

φ

u=u0+
u1

φ
+
u2

φ2












(4)

其中v0,v1,u0,u1,u2,φ是关于(x,
 

t)的函数.
 

将方程(4)代入到方程(1)中,
 

令1
φ

的各次幂的系数为零可

以得到

v0=-
1
2
·φ

2
xxγ+2φt

φx

v1=φxγ

u0=-
1
4
·γ
(φxxxφxγ-φ2

xxγ+2φxtφx -2φxxφt)

φ2
x

u1=
1
2φxxγ

u2=-
1
2φ

2
xγ2





















(5)

并且φ 满足如下的Schwarzian形式

-Pt-γPxx -
1
4γ

2Sx +PPx =0 (6)

其中
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P=φt

φx

S=φxxx

φx
-
3
2
·φ

2
xx

φ2
x

Schwarzian形式(6)在下面的 Möbious变换

φ →
a+bφ
c+dφ

(ad≠bc) (7)

保持不变.
 

把(4)式代入方程(1)可以得到下面的定理:

定理1(自Bäcklund变换定理) 如果φ 满足方程(6),
 

则

v=-
1
2
·φxxγ+2φt

φx

u=-
1
4
·γ
(φxxxφxγ-φ2

xxγ+2φxtφx -2φxxφt)

φ2
x












(8)

是方程(1)的一个解.
定理2 Kaup-Boussinesq方程具有下面形式的留数对称:

σu =
γ
2φxx   σv =γφx (9)

其中:
 

u,v,φ 满足(8)式;
 

σu,σv 分别为u,v 的对称.
证  方程(1)的对称方程是

σu
t +uxσv

x +vxσu
x +

1
4γ

2σv
xxx =0

σv
t +vσv

x +σvvx +σu
x =0







 (10)

把(9)式代入(10)式中,
 

在方程(6)和(8)的帮助下,
 

(10)式是成立的.
为了使留数对称非局域化,

 

我们引入两个新的变量

φx =f   φxx =g (11)

将Kaup-Boussinesq方程的非局域留数对称局域化为扩展系统

ut+(uv)x +
1
4γ

2vxxx =0

vt+vvx +ux =0

v=-
1
2
·φxxγ+2φt

φx

u=-
1
4
·γ
(φxxxφxγ-φ2

xxγ+2φxtφx -2φxxφt)

φ2
x

f=φx

g=φxx





















(12)

的Lie点对称

σu =
γ
2g

σv =γf

σφ =-φ2

σf =-2φf

σg =-2(f2+φg)
















(13)
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相应的Lie点对称向量场为

V=
γ
2g∂u +γf∂v -φ2∂φ -2φf∂f -2(f2+φg)∂g (14)

最后根据Lie点对称第一定理,
 

解下列初值问题

du
∧(ε)
dε =

γ
2g

∧(ε),
 

u
∧(0)=u

dv
∧(ε)
dε =γf

∧(ε),
 

v
∧(0)=v

dφ
∧(ε)
dε =-φ

∧(ε)2,
 

φ
∧(0)=φ

df
∧(ε)
dε =-2φ

∧(ε)f
∧(ε),

 

f
∧(ε)=0

dg
∧(ε)
dε =-2(f

∧(ε)2+φ
∧(ε)g

∧(ε)),
 

g
∧(ε)=0























(15)

得到如下的对称群变换定理:

定理3 若u,v,φ,f,g 是扩展系统(12)的解,
 

则

u
∧(ε)=u+

γε2(φg-f2)+γεg
2(1+εφ)2

v
∧(ε)=v+

γεf
1+εφ

φ
∧(ε)= φ

1+εφ

f
∧(ε)= f

(1+εφ)2

g
∧(ε)=g(1+εφ)-2εf2

(1+εφ)3






















(16)

也是该系统的解,
 

其中ε是任意群参数.

2 CRE可解及其相互作用解

2.1 CRE可解

通过领头项分析,
 

我们可以得到KB方程有如下形式的解:

v=v0+
v1

R(w)

u=u0+
u1

R(w)+
u2

R(w)2












(17)

式中v0,v1,u0,u1,u2 是关于x 和t的待定函数,
 

R(w)是Riccati方程

Rw =a0+a1R(w)+a2R(w)2 (18)

的解,
 

这里a0,a1,a2 是任意常数.
 

将
 

(17)式和Riccati方程(18)式代入到方程组(1)中,
 

消去R(w)的各

阶系数,
 

可以得到
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v0=
1
2
·γw

2
xa1-γwxx -2wt

wx

v1=a0γwx

u0=-
1
2γ

2a0a2w2
x +

1
4γ

2a1wxx -
1
4
·γ
(γwxxx +2wxt)

wx
-
1
4
·γ
(-γw2

xx -2wxxwt)
w2

x

u1=-
1
2γ

2w2
xa0a1+

1
2γ

2wxxa0

u2=-
1
2γ

2w2
xa2
0





















(19)

其中w 满足Schwarzian形式:

-P1t-γP1xx -
1
4γ

2S1x +P1P1x +
1
4γ

2δwxx =0 (20)

P1=φt

φx

S1=φxxx

φx
-
3
2
·φ

2
xx

φ2
x

δ=a2
1-4a0a2

显然,
 

如果w 是相容性方程(20)的解,
 

则由R(w)和(19)式可知(17)式是方程组(1)的解.

综上,
 

我们得到如下定理:

定理4 对于给定的方程(20),
 

如果w 是方程(20)的解,
 

则

v=v0+
a0γwx

R(w)

u=u0+
-
1
2γ

2w2
xa0a1+

1
2γ

2wxxa0

R(w) +
-
1
2γ

2w2
xa2
0

R(w)2














(21)

是KB方程组(1)的解,
 

其中v0 和u0 满足方程(19),
 

R ≡R(w)是Riccati方程的解.

2.2 KB系统的相互作用解

我们知道Riccati方程有如下形式的双曲正切函数解:

R(w)=-
1
2a2

a1+ δtanh 12 δw    (22)

式中δ=a2
1-4a0a2.

 

将Riccati方程的解(22)式代入到(21)式中,
 

即可得到方程组(1)的如下形式的解

v=
1
2
·γa1w2

x -γwxx -2wt

wx
-

2a0a2γwx

a1+ δtanh 12 δw  
u=-

1
2γ

2a0a2w2
x +

1
4γ

2a1wxx -
1
4
·γ
(γwxxx +2wxt)

wx
-
1
4
·γ
(-γw2

xx -2wxxwt)
w2

x

-
2(-

1
2γ

2a0a1w2
x +

1
2γ

2a0wxx)a2

a1+ δtanh 12 δw  
-

2γ2a2
0a2

2w2
x

a1+ δtanh 12 δw    
2




















(23)

由定理4可知,
 

只要找到相容性条件(20)的解,
 

代入到方程(23)就可以得到KB方程的解.
 

我们假设w 具
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有如下特殊形式的解

w=k1x+p1t+W(k2x+p2t),
 

W(k2x+p2t)=W(ξ)=W (24)

其中W1 ≡W1(ξ)=Wξ 满足椭圆方程:

W2
1ξ =C0+C1W1+C2W2

1+C3W3
1+C4W4

1 (25)

式中Ci(i=0,…,4)是常数.
 

把(24)式和椭圆方程(25)式代入到相容性方程(20)中,
 

经过计算得到:

C0=
-δγ2k41k22+γ2C2k21k42-4k21p2

2+8k1k2p1p2-4k22p2
1

3k62γ2

C1=
-δk31+C2k1k22

k32

C2=C2

C3=-
-5δk21-C2k22
3k1k2

C4=δ




















(26)

显然椭圆方程(25)的通解可以用雅可比椭圆函数来表示,
 

将(25)式的解取为如下形式:

W(ξ)=cEπ(sn(ξ,
 

m),
 

n,
 

m) (27)

其中,
 

sn(ξ,
 

m)为一般的椭圆正弦函数,
 

Eπ(sn(ξ,
 

m),
 

n,
 

m)是第三类不完全椭圆积分,
 

则

w=k1x+w1t+W(ξ)=k1x+w1t+cEπ(sn(k1x+w1t,
 

m),
 

n,
 

m) (28)

把(28)式代入到(23)式中,
 

即可得到方程组(1)的一组孤立波与椭圆周期波的相互作用解:

v =
1
2
·

γ(S2k1n-ck2-k1)a1
(S2n-1)2

-
2γck22nSCD
(-S2n+1)2

-
2(S2nw1-cw2-w1)

S2n-1  (S2n-1)

S2k1n-ck2-k1
-

2a0a2γ(S2k1n-ck2-k1)
(S2n-1)T

u = -
1
2
·γ

2a0a2(S2k1n-ck2-k1)2

(S2n-1)2
+
1
2
·γ

2a1ck22nSCD
(-S2n+1)2

-

1
4
· 1
S2k1n-ck2-k1

γ γ
-8ck32n2S2C2D2

(-S2n+1)2
-
2ck32nC2D2

(-S2n+1)
+
2ck32nS2D2

(-S2n+1)
+
2ck32nS2C2m2

(-S2n+1)    -

4ck2nsw2CD
(-S2n+1)  -

1
4
·
γ -

4γc2k42n2S2C2D2

(-S2n+1)2
-
4ck22nSCD(S2nw1-cw2-w1)

S2n-1  
(S2k1n-ck2-k1)2

-

-a2
γ2(S2k1n-ck2-k1)2a0a1

(S2n-1)2
+
γ2ck22nSCDa0
(-S2n+1)2  

T -
2γ2(S2k1n-ck2-k1)2a20a22

(S2n-1)T































(29)

式中

S=sn(ξ,
 

m)

C=cn(ξ,
 

m)

D=dn(ξ,
 

m)

T=a1+ δtanh 12 δ(k1x+w1t+cEπ(S,
 

n,
 

m))  
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取参数如下:

{γ,
 

c,
 

m,
 

k1,
 

k2,
 

a0,
 

a1,
 

a2,
 

w1,
 

w2,
 

n,
 

δ}=

{3,
 

3,
 

0.999
 

99,
 

-3,
 

-1.5,
 

1,
 

1,
 

0.2,
 

2,
 

1,
 

0.989
 

9,
 

0.25} (30)

则KB方程的孤立波与椭圆周期波的相互作用如图1所示.

图1 KB方程的孤立波与椭圆周期波的相互作用示意图

3 结束语

本文以具有物理背景的Kaup-Boussinesq方程为研究对象,
 

运用数学软件 Maple,
 

通过Painlevé截断

展开法得到了方程的留数对称,
 

并且将留数对称局域化为扩展系统的Lie点对称.
 

留数对称的局域化过程,
 

是求解非线性演化系统相互作用解的重要方法之一.
 

此外,
 

在Riccati方程的帮助下,
 

证明了 KB方程是

CRE可解的,
 

并且给出了方程组(1)的孤立波与椭圆周期波相互作用解.
 

最后通过计算机模拟给出了孤立

波与椭圆周期波相互作用解的图像.
 

由此可知,
 

CRE方法不仅可以构造可能存在的可积系统,
 

而且对于构

造不同类型的相互作用解是非常有效的.
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Kaup-Boussinesq
 

equations
 

are
 

proved
 

to
 

be
 

consistent
 

Riccati
 

ex-
pansion

 

(CRE)
 

solvable.
 

Finally,
 

with
 

the
 

help
 

of
 

the
 

Jacobian
 

elliptic
 

functions,
 

the
 

interaction
 

solutions
 

of
 

solitary
 

wave
 

and
 

elliptic
 

periodic
 

wave
 

are
 

obtained
 

through
 

solving
 

the
 

consistency
 

equation.
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