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摘要:主要研究Banach空间中线性斜积三参数半流一致指数稳定性与一致指数不稳定性的Datko型定理.
 

借助

Datko-Pazy方法得到了若干新的刻画线性斜积三参数半流一致指数渐近行为的充要条件.
 

所得结果推广和完善了

指数稳定性理论中一些已有结果.
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Abstract:
 

The
 

aim
 

of
 

this
 

paper
 

is
 

to
 

study
 

the
 

Datko􀆳s
 

theorems
 

for
 

the
 

uniform
 

exponential
 

stability
 

and
 

the
 

uniform
 

exponential
 

instability
 

of
 

linear
 

skew-product
 

three-parameter
 

semiflows
 

in
 

Banach
 

spaces.
 

The
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

uniform
 

exponential
 

asymptotic
 

behaviors
 

are
 

obtained
 

via
 

the
 

Datko-Pazy
 

method.
 

The
 

conclusions
 

obtained
 

are
 

generalizations
 

of
 

the
 

well-known
 

results
 

in
 

expo-

nential
 

stability
 

theory.
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近年来关于微分系统定性理论的研究取得了突破性的进展,
 

尤其是在指数渐近行为(指数稳定、
 

指数

不稳定等)方面.
 

大量公开问题的解决,
 

使得相关理论不断拓展和完善[1-14].
 

在讨论无限维空间中由自治微

分方程所生成的动力系统的不变流形的线性化问题时,
 

将会经常使用斜积(半)流这个概念,
 

如经典的
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Navier-Stokes,Taylor-Couette,Bubnov-Galerkin方程都可用半流上的斜积(半)流作为渐近化模型.
 

故作为

单参数算子半群[1-2]、
 

演化族(又称演化过程或演化算子)[3-5]、
 

线性斜积(双参数)半流[7-10]的推广,
 

由Preda
等学者于2011年引入的线性斜积三参数半流[11-13]成为了刻画微分系统渐近行为的一类重要工具.

 

文献

[11]基于一致的视角,
 

借助“输入 输出”方法(又称Perron方法或测试函数方法)得到了线性斜积三参数半

流一致指数稳定的Perron型结论;
 

文献[12]借助Datko-Pazy方法,
 

讨论了线性斜积三参数半流一致指数

稳定的Datko型条件,
 

所得结果将经典的双参数演化族一致指数稳定的Datko型定理推广到了线性斜积三

参数半流情形,
 

同时该文还给出了所得结论在一致指数不稳定下的变形;
 

文献[13]基于Perron技术,
 

借助

离散时间方法,
 

通过讨论线性斜积三参数半流关于序列空间对(lp(X),
 

lq(X))的容许性,
 

得到了连续时间

斜积三参数半流一致指数稳定的若干充要条件.
受到文献[12]的启发,

 

本文将借助Datko-Pazy方法分别建立若干新的刻画Banach空间中线性斜积三

参数半流一致指数稳定与一致指数不稳定的Datko型定理,
 

所得结果将一些双参数演化族或斜积半流的指

数稳定性结果推广到了线性斜积三参数半流[5-8,10].

1 预备知识

设(Θ,
 

d)为一度量空间,
 

X 是一个Banach空间,
 

将空间X 上的范数及作用其上面的有界线性算子全

体B(X)上的范数记作 ‖·‖.
 

记Δ={(t,
 

t0)∈R2:
 

t≥t0 ≥0},
 

I为恒等算子.
定义1[11-13] 称σ:

 

Θ×Δ →Θ 为三参数(非)线性半流,
 

如果满足如下2条性质:

􀃠
 

σ(θ,
 

t,
 

t)=θ,
 

∀(t,
 

θ)∈R+×Θ;

􀃡
 

σ(σ(θ,
 

s,
 

t0),
 

t,
 

s)=σ(θ,
 

t,
 

t0),
 

∀(t,
 

s),(s,
 

t0)∈Δ,
 

∀θ∈Θ.
此外,

 

若(θ,
 

t,
 

t0)| →σ(θ,
 

t,
 

t0)连续,
 

则称σ 为Θ 上的连续三参数(非)线性半流.
定义2[11-13] 称π=(ϕ,

 

σ)为X 上的线性斜积三参数半流,
 

如果ϕ:
 

Θ×Δ →B(X)满足如下4条

性质:

􀃠
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t)=I,
 

∀(t,
 

θ)∈R+×Θ;

􀃡
 

ϕ(σ(θ,
 

s,
 

t0),
 

t,
 

s)ϕ(θ,
 

s,
 

t0)=ϕ(θ,
 

t,
 

t0),
 

∀(t,
 

s),(s,
 

t0)∈Δ,
 

∀θ∈Θ;

􀃢
 

t| →ϕ(θ,
 

t,
 

t0)x:
 

[t0,
 

∞) →X 与τ| →ϕ(θ,
 

t,
 

τ)x:
 

[0,
 

t] →X 均连续;

􀃣
 

存在常数M,ω ∈R,
 

M ≥1,
 

使得对 ∀(θ,
 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

有 ‖ϕ(θ,
 

t,
 

t0)‖ ≤Me
ω(t-t0).

定义3[11-13] 称线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)为一致指数稳定的,
 

如果存在常数N ≥1,
 

v>0使

得对 ∀(t,
 

t0,
 

θ,
 

x)∈Δ×Θ×X,
 

有

‖ϕ(θ,
 

t,
 

t0)x‖ ≤Ne
-v(t-t0)‖x‖ (1)

  定义4[12] 称线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)为一致指数不稳定的,
 

如果存在常数N ≥1,
 

v>0使

得对 ∀(t,
 

t0,
 

θ,
 

x)∈Δ×Θ×X,
 

有

‖ϕ(θ,
 

t,
 

t0)x‖ ≥Ne
v(t-t0)‖x‖ (2)

  引理1[12] 线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在c∈(0,
 

1)和h>0,
 

使得对每个t0 ≥0,
 

θ∈Θ 以及x ∈X 存在u∈ (0,
 

h](u 依赖于t0,θ 和x),
 

满足

‖ϕ(θ,
 

t0+u,
 

t0)x‖ ≤c‖x‖ (3)

  引理2[12] 线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在c≥1和h>0,
 

使

得对每个t0 ≥0,
 

θ∈Θ 以及x ∈X 存在u∈ (0,
 

h](u 依赖于t0,θ 和x),
 

满足

‖ϕ(θ,
 

t0+u,
 

t0)x‖ ≥c‖x‖ (4)

2 主要结论

定理1 若φ,ψ:
 

R+ →R+ 是两个非减函数满足
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lim
t→∞

φ(t)=lim
t→∞

ψ(t)=∞

且对所有的θ∈Θ 以及x ∈X,
 

有

sup
t>0

 sup
t0≥0

1
t∫

t

0
φ(ψ(u)‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖)du< ∞ (5)

则线性斜积三参数半流π=(Φ,
 

σ)是一致指数稳定的.
证 采用反证法.

 

若线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)不是一致指数稳定的,
 

则引理1中式(3)不成立.
 

这意味着对任意c∈ (0,
 

1)和h>0,
 

存在t0 ≥0,
 

θ0 ∈Θ 以及x0 ∈X,
 

‖x0‖=1使得对所有的u∈
(0,

 

h]有

‖ϕ(θ0,
 

t0+u,
 

t0)x0‖ >c‖x0‖=c
从而结合式(5)可得,

 

对所有的h>0有

H =sup
t>0

 

1
t∫

t

0
φ(ψ(u)‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖)du≥

sup
t∈(0,

 

h]
 

1
t∫

t

0
φ(cψ(u))du≥

1
h∫

h

0
φ(cψ(u))du

故由洛必达法则可得

H ≥lim
h→∞

1
h∫

h

0
φ(cψ(u))du=lim

h→∞
φ(cψ(h))=∞

该矛盾说明式(3)成立,
 

从而借助引理1可得π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的.
推论1 若非减函数φ:

 

R+ →R+ 满足

lim
t→∞

φ(t)=∞

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在α,β>0,
 

使得对所有θ∈Θ 以及x

∈X,
 

有

sup
t>0

 sup
t0≥0

1
t∫

t

0
φ(eαu‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖)du≤φ(β‖x‖) (6)

  证  由定理1可知充分性显然,
 

下证必要性.
 

由于π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的,
 

故存在常数N ≥
1,

 

v>0使得

‖ϕ(θ,
 

t0+u,
 

t0)‖ ≤Ne-vu

对所有的t0 ≥0,
 

u≥0,
 

θ∈Θ 成立.
 

现任意固定α∈(0,
 

v]及β≥N,
 

则对所有的t>0,
 

t0≥0,
 

θ∈
Θ 以及x ∈X 有

1
t∫

t

0
φ(eαu‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖)du≤
1
t∫

t

0
φ(β‖x‖)du=φ(β‖x‖)

  推论2 线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数α,β>0,
 

使得对所

有的θ∈Θ 以及x ∈X,
 

有

sup
t>t0≥0

1
t-t0∫

t

t0
e

α(u-t0)‖ϕ(θ,
 

u,
 

t0)x‖du≤β‖x‖ (7)

  定理2 线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数K,p>0,
 

以及函数

φ:
 

R+ →R+ 满足

lim
t→∞

φ(t)=∞

使得对所有的θ∈Θ 和x ∈X,
 

有
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sup
t>0

 sup
t0≥0

φ(t)
t∫

t

0
‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖pdu≤K‖x‖p (8)

  证  必要性  显然.
 

令φ(t)=t即可.
充分性  若π=(ϕ,

 

σ)不是一致指数稳定的,
 

由引理1可知对任意c∈ (0,
 

1)和h>0,
 

存在t0≥
0,

 

θ0 ∈Θ 以及x0 ∈X 使得对所有的u∈ (0,
 

h]有

‖ϕ(θ0,
 

t0+u,
 

t0)x0‖ >c‖x0‖ (9)

结合式(8)有

cp‖x0‖pφ(h)<φ(h)
h∫

h

0
‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖pdu≤K‖x0‖p

这意味着cpφ(h)<K 对 ∀c∈(0,
 

1)和 ∀h>0成立.
 

现将c固定,
 

并令h→ ∞,
 

则有K
cp ≥ ∞,

 

从而矛

盾,
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的.
定理3 线性斜积三参数半流π=(ϕ,

 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数K >0以及非减函数

φ(t)>0(t>0)满足φ(ts)≤φ(t)φ(s),
 

(t,
 

s)∈Δ,
 

使得对所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X,
 

有

∫
∞

0
φ(‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖)du≤Kφ(‖x‖) (10)

  证  必要性  令φ(t)=t即可.
  充分性  若π=(ϕ,

 

σ)不是一致指数稳定的,
 

由引理1可知对任意c∈ (0,
 

1)和h>0,
 

存在t0≥

0,
 

θ0 ∈Θ 以及x0∈X 使得对所有的u∈(0,
 

h]有式(9)成立.
 

特别地,
 

取c=
1
2
,

 

h=Kφ(2),
 

由函数φ

的性质以及式(9)可得

φ(2)∫
∞

0
φ(‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖)du≥∫
∞

0
φ(2‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖)du>

∫
h

0
φ(‖x0‖)du=Kφ(2)φ(‖x0‖)

这与式(10)矛盾,
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的.
定理4 线性斜积三参数半流π=(ϕ,

 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数K >0以及非减函数

φ(t)>0(t>0)满足φ(ts)≥φ(t)φ(s),
 

(t,
 

s)∈Δ,
 

使得对所有的t0≥0,
 

θ∈Θ 和x∈X,
 

有式(10)

成立.
证  必要性  令φ(t)=t即可.

充分性  类似定理3,
 

借助式(9)可得,
 

对c∈ (0,
 

1)与h=
K

φ(c)
有

∫
∞

0
φ(‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖)du>∫
h

0
φ(c‖x0‖)du≥hφ(c)φ(‖x0‖)=Kφ(‖x0‖)

这与式(10)矛盾,
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数稳定的.
推论3 线性斜积三参数半流π=(ϕ,

 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数K'>0以及非减函数

φ(t)满足定理3或4的条件,
 

使得对所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X,
 

有

∑
∞

k=0
φ(‖ϕ(θ,

 

t0+k,
 

t0)x‖)≤K'φ(‖x‖) (11)

  在定理3或4中,
 

取φ(t)=tp(p>0),
 

可得推论4.
  推论4[12] 线性斜积三参数半流π=(ϕ,

 

σ)是一致指数稳定的,
 

当且仅当存在常数K,
 

p>0使得对

所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 以及x ∈X,
 

有

∫
∞

t0
‖ϕ(θ,

 

t,
 

t0)x‖pdt  
1
p
≤K‖x‖ (12)
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  接下来按照前面关于线性斜积三参数半流一致指数稳定性的讨论方式,
 

给出相关结论在一致指数不稳

定情形下的若干变形.

  定理5 若对任一(θ,
 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

φ,ψ:
 

R+ →R+ 是两个非减函数满

足

lim
t→∞

φ(t)=lim
t→∞

ψ(t)=∞

且对所有的θ∈Θ 以及x ∈X\{0},
 

有

sup
t>0

 sup
t0≥0

1
t∫

t

0
φ ψ(u)
‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖  du< ∞ (13)

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的.
证  反证法.

 

若π=(ϕ,
 

σ)不是一致指数不稳定的,
 

由引理2可知对任意c>1和h>0,
 

存在t0≥
0,

 

θ0 ∈Θ 以及x0 ∈X,
 

‖x0‖=1,
 

使得对所有的u∈ (0,
 

h],
 

有

‖ϕ(θ0,
 

t0+u,
 

t0)x0‖ <c‖x0‖=c
从而结合式(13)可得,

 

对所有的h>0有

H =sup
t>0

 

1
t∫

t

0
φ ψ(u)
‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖  du≥
sup

t∈(0,
 

h]
 

1
t∫

t

0
φ ψ(u)

c  du≥
1
h∫

h

0
φ ψ(u)

c  du
故由洛必达法则可得

H ≥lim
h→∞

1
h∫

h

0
φψ(u)

c  du=lim
h→∞

φψ(h)
c  =∞

从而矛盾.
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的.
推论5 若对任一(θ,

 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

非减函数φ:
 

R+ →R+ 满足

lim
t→∞

φ(t)=∞

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在α,β>0,
 

使得对所有θ∈Θ 以及

x ∈X\{0},
 

有

sup
t>0

 sup
t0≥0

1
t∫

t

0
φ

eαu

‖ϕ(θ,
 

t0+u,
 

t0)x‖  du≤φ β
‖x‖  (14)

  推论6 若对任一(θ,
 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是
一致指数不稳定的,

 

当且仅当存在常数α,β>0,
 

使得对所有的θ∈Θ 以及x ∈X\{0},
 

有

sup
t>t0≥0

 

1
t-t0∫

t

t0
 

e
α(u-t0)

‖ϕ(θ,
 

u,
 

t0)x‖
du≤ β

‖x‖
(15)

  定理6 若对任一(θ,
 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)是
一致指数不稳定的,

 

当且仅当存在常数K,p>0,
 

以及函数φ:
 

R+ →R+ 满足

lim
t→∞

φ(t)=∞

使得对所有的θ∈Θ 和x ∈X\{0},
 

有

sup
t>0

 sup
t0≥0

φ(t)
t∫

t

0

du
‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖p ≤
K

‖x‖p
(16)

  证  必要性  显然,
 

令φ(t)=t即可.

  充分性  若π=(ϕ,
 

σ)不是一致指数不稳定的,
 

由引理2可知对任意c>1和h>0,
 

存在t0≥0,
 

θ0 ∈Θ 以及x0 ∈X\{0},
 

使得对所有的u∈ (0,
 

h]有
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‖ϕ(θ0,
 

t0+u,
 

t0)x0‖ <c‖x0‖ (17)

结合式(16),
 

有

φ(h)
cp‖x0‖p <

φ(h)
h∫

h

0

du
‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x0‖p ≤
K

‖x0‖p

这意味着φ(h)<Kcp 对∀c>1和∀h>0成立.
 

现将c固定,
 

并令h→∞,
 

则有Kcp ≥∞,
 

从而矛盾,
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的.
定理7 若对任一(θ,

 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π= (ϕ,
 

σ)

是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在常数K>0以及非减函数φ(t)>0(t>0)满足φ(ts)≤φ(t)φ(s),
 

(t,
 

s)∈Δ,
 

使得对所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X\{0},
 

有

∫
∞

0
φ

1
‖ϕ(θ,

 

t0+u,
 

t0)x‖  du≤Kφ
1
‖x‖  (18)

  证  必要性  令φ(t)=t,
 

K =
1
Nv

即可,
 

其中N,v 详见定义4.

  充分性  若π=(ϕ,
 

σ)不是一致指数不稳定的,
 

由引理2可知对任意c>1和h>0,
 

存在t0≥0,
 

θ0 ∈Θ 以及x0∈X\{0},
 

使得对所有的u∈ (0,
 

h]有式(17)成立.
 

特别地,
 

取c=2,
 

h=Kφ(2),
 

由函

数φ 的性质以及式(17)可得

φ(2)∫
∞

0
φ

1
‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖  du≥∫∞

0
φ

2
‖ϕ(θ0,

 

t0+u,
 

t0)x0‖  du>
∫

h

0
φ

1
‖x0‖  du=Kφ(2)φ

1
‖x0‖  

这与式(18)矛盾,
 

故π=(ϕ,
 

σ)是一致指数不稳定的.
定理8 若对任一(θ,

 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π= (ϕ,
 

σ)

是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在常数K>0以及非减函数φ(t)>0(t>0)满足φ(ts)≥φ(t)φ(s),
 

(t,
 

s)∈Δ,
 

使得对所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X\{0},
 

有式(18)成立.
证  类似定理7的证明.
推论7 若对任一(θ,

 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π= (ϕ,
 

σ)

是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在常数K'>0以及非减函数φ(t)满足定理7或8的条件,
 

使得对所

有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X\{0},
 

有

∑
∞

k=0
φ

1
‖ϕ(θ,

 

t0+k,
 

t0)x‖  ≤K'φ
1
‖x‖  (19)

在定理7或8中取φ(t)=tp(p>0),
 

可得推论8.
推论8[12] 若对任一(θ,

 

t,
 

t0)∈Θ×Δ,
 

ϕ(θ,
 

t,
 

t0)为一一映射.
 

则线性斜积三参数半流π=(ϕ,
 

σ)

是一致指数不稳定的,
 

当且仅当存在常数K,p>0,
 

使得对所有的t0 ≥0,
 

θ∈Θ 和x ∈X\{0},
 

有

∫
∞

t0

dt
‖ϕ(θ,

 

t,
 

t0)x‖p  
1
p

≤
K
‖x‖

(20)
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