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摘要:证明了不存在同阶交换子群个数之集为{1,
 

2}的有限群,
 

并且完全确定了同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}的

有限群结构.
 

作为推论,
 

得到:
 

群G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}等价于群G 的同阶子群个数之集为{1,
 

3}.
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Abstract:
 

It
 

is
 

proved
 

in
 

this
 

paper
 

that
 

there
 

is
 

no
 

finite
 

group
 

G
 

satisfying
 

the
 

condition
 

that
 

the
 

set
 

of
 

the
 

number
 

of
 

abelian
 

subgroups
 

of
 

the
 

same
 

order
 

is
 

{1,
 

2}.
 

Furthermore,
 

it
 

is
 

determined
 

that
 

the
 

structure
 

of
 

the
 

finite
 

group
 

G
 

whose
 

set
 

of
 

the
 

number
 

of
 

abelian
 

subgroups
 

of
 

the
 

same
 

order
 

is
 

{1,
 

3}.
 

It
 

is,
 

hence,
 

derived
 

that
 

for
 

a
 

group
 

G,
 

the
 

set
 

of
 

the
 

number
 

of
 

abelian
 

subgroups
 

of
 

the
 

possible
 

order
 

is
 

{1,
 

3}
 

if
 

and
 

only
 

if
 

the
 

set
 

of
 

the
 

number
 

of
 

subgroups
 

of
 

the
 

possible
 

order
 

is
 

{1,
 

3}.
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有限群的结构一直是群论研究中一个最基本的课题,
 

而群的性质与结构都能从它的固有数量反映出

来,
 

例如:
 

奇数阶群可解;
 

若G 的Sylow子群的个数之集为{1},
 

则G 为幂零群.
因此,

 

通过子群的数量特征来研究群G 的结构是极其有意义的.
 

比如,
 

许多群论学者研究了子群共轭

类的类数、
 

非正规子群的个数及阶、
 

极大交换子群的阶之集,
 

以及当同阶子群个数之集为简单集合时对群

结构的影响,
 

有关这方面的成果可参见文献[1-12].
本文关注同阶交换子群个数与群结构的关系,

 

并讨论了当群G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}时群G
的结构.

 

当然这类群是存在的,
 

如S3就满足此条件.
 

另外,
 

本文也证明了同阶交换子群个数之集为{1,
 

2}的有
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限群是不存在的.
 

因此,
 

研究满足同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}的群G 的结构是有意义的.
本文将证明如下定理:
定理1 设G 是有限群,

 

则下列结论成立:
(a)

 

不存在有限群G,
 

使得其同阶交换子群个数之集为{1,
 

2}.
(b)

 

G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}的充要条件是G 同构于下列群之一:

(b1)
 

G=<u>×(<b>×|<a>),
 

其中uk =1,
 

a2m =1,
 

b3=1,
 

a-1ba=b-1,
 

2⫮k,
 

3⫮k;
(b2)

 

G=<v>×Q8,
 

其中2⫮o(v),
 

Q8 为四元数群;

(b3)
 

G=<w>×G2,
 

其中2⫮o(w),
 

G2 为(2n-1,
 

2)-型交换群;

(b4)
 

G=<d>×G2,
 

其中2⫮o(d),
 

G2 为半广义四元数群,
 

且G2= <e,
 

f>,
 

e2
n-1

=1,
 

f2=1,
 

f-1ef=

e1+2
n-2,

 

n≥4.
由文献[11]的定理4.3得:

 

若G的同阶子群个数之集为{1,
 

3},
 

则G只可能同构于以上(b1)-(b4)群之

一.
 

因此得到下面的推论:
推论1 设G 为有限群,

 

则下列结论等价:


 

G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3};


 

G 的同阶子群个数之集为{1,
 

3}.
本文所涉及到的群都是有限群.

 

π(G)表示群|G|的所有素因子的集合,
 

对q∈π(G),
 

Sylq(G)表示

G 的所有Sylow
 

q-子群的集合,
 

Gq 表示G 的某个Sylow
 

q-子群.
 

G=A×|B 表示G 为A 与B 的半直积,
 

其中A◁—G.
 

其他符号和术语参见文献[13].
为了证明定理1,

 

先引入以下引理:
引理1[12] 设P 是一个包含唯一p 阶子群的p-群,

 

那么或者P 是循环群,
 

或者p=2且P 是广义四

元数群.
引理2[13] 设|P|=pn,

 

1<m <n.
 

若P 只有一个pm 阶子群,
 

则P 为循环群.
引理3 设p∈ (G),

 

P ∈Sylp(G),
 

且G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3},
 

则


 

若P 有唯一p 阶子群,
 

则或者P 为循环群,
 

或者p=2且P 为广义四元数群;


 

若P 有两个及以上的p 阶子群,
 

则p=2,
 

且P 的2阶子群个数为3.
证  

 

若P 有唯一p 阶子群,
 

则由引理1即可得到  成立.


 

若P 有两个及以上的p阶子群,
 

取1≠z∈Z(P),
 

且|z|=p,
 

则P 存在某p阶子群L≠<z>,
 

且

L<z>=L×<z>为(p,
 

p)-型交换子群.
 

又因L<z>含有p+1个p 阶交换子群,
 

且G 的同阶交换子群个

数之集为{1,
 

3},
 

故p=2,
 

且P 的2阶子群个数为3.
引理4 设q∈π(G),

 

Q∈Sylq(G),
 

其中q为奇素数,
 

且G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3},
 

则Q
为循环群,

 

且Q◁—G.
证  由引理2知,

 

Q 必为循环群.
 

因为G 的Sylow
 

q-子群的个数为1+kq,
 

且q为奇素数,
 

所以

1+kq=1,
 

或1+kq>3.
 

又因为G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3},
 

所以1+kq只能等于1,
 

从

而Q◁—G.

引理5[14] 二面体群D8 有5个2阶子群,
 

3个4阶子群.
引理6[11] 设G 为广义四元数群,

 

sk(G)表示G 的2k 阶子群的个数,
 

则

sk(G)=
1 k=0,1,n
2n-k +1 k=2,3,…,n-1 

  引理7 若|G|=8,
 

且G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3},
 

则G 只可能是(4,
 

2)-型交换群或四元

数群Q8.
证  由文献[15]的3.4.3知,

 

8阶群在同构意义下共有5类,
 

分别是C8,C2×C2×C2,C4×C2,Q8,D8.
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下面将分别计算每个类的同阶交换子群个数之集.
因为C8 为循环群,

 

所以它的各阶子群个数都为1,
 

且均为交换群,
 

从而C8 的同阶交换子群个数

之集为{1}.
因为C2×C2×C2的各阶子群均为交换群,

 

且其2阶子群的个数为(23-1)/(2-1)=7,
 

4阶子群的个

数为[(23-1)(22-1)]/[(22-1)(2-1)]=7,
 

所以C2×C2×C2 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

7}.
不妨设

C4×C2=<a,
 

b:
 

a4=1,
 

b2=1,
 

[a,
 

b]=1>

易知C4×C2 的各阶子群都为交换群,
 

且2阶子群有3个,
 

分别为<a2>,<b>,<a2b>;
 

4阶子群也有3个,
 

分

别为<a2>×<b>,<a>,<ab>.
 

所以C4×C2 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}.
因为Q8=<a,

 

b:a4=1,
 

a2=b2,
 

b-1ab=a-1>,
 

且其真子群均为交换群.
 

由引理6可计算得:
 

其2阶

子群有1个,
 

即<a2>;
 

4阶子群有3个,
 

分别为<a>,<b>,<ab>.
 

因此,
 

Q8的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}.
由引理5知8阶二面体群D8 的同阶交换子群个数之集为{1,

 

3,
 

5}.
引理8[16] 设P 为16阶非交换2-群,

 

且P 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3},
 

则P 只能为半广义四

元数群,
 

定义关系为P=<a,
 

b:
 

a8=b2=1,
 

b-1ab=a5>.
引理9[13] 设P 为一个具有循环极大子群的2-群,

 

则P 只有以下6种互不同构类型的群:


 

2n 阶循环群,
 

P=<a>,
 

a2n =1,
 

n≥1;


 

(2n-1,
 

2)-型交换群,
 

P=<a,
 

b>,
 

a2n-1

=b2=1,
 

n≥2;


 

广义四元数群,
 

P=<a,
 

b>,
 

a2n-1

=1,
 

a2n-2

=b2,
 

b-1ab=a-1,
 

n≥3;


 

二面体群,
 

P=<a,
 

b>,
 

a2n-1

=1,
 

b2=1,
 

b-1ab=a-1,
 

n≥3;


 

半广义四元数群,
 

P=<a,
 

b>,
 

a2n-1

=1,
 

b2=1,
 

b-1ab=a1+2n-2,
 

n≥4;


 

P=<a,
 

b>,
 

a2n-1

=1,
 

b2=1,
 

b-1ab=a-1+2n-2,
 

n≥4.
引理10[15] 设G为非交换群,

 

且它的所有Sylow子群循环,
 

则G为亚循环群,
 

G= <a,
 

b>,
 

am =bn=1,
 

b-1ab=ar,
 

((r-1)n,
 

m)=1,
 

rn ≡1(mod
 

m),
 

|G|=nm.
引理11[11] 设G 是(pn,

 

pm)-型交换p-群,
 

其中m ≤n.
 

则群G 的pk 阶子群的个数为

sk(G)=

1 k=0,
 

m+n

pk +pk-1+…+p+1 1≤k≤m

pm +pm-1+…+p+1 m <k≤n

pm+n+k +pm+n+k-1+…+p+1 n<k<m+n













  定理1的证明

  证  (a)
 

设p∈π(G),
 

P ∈Sylp(G).
  若P 有唯一p阶子群,

 

则或者P 为循环群,
 

或者p=2且P 为广义四元数群.
 

当P 为广义四元数群时,
 

由引理6计算得其4阶子群个数至少为3,
 

矛盾.
 

当P 为循环群时,
 

因为G 的Sylow
 

p-子群个数为n=1+
kp,

 

所以n=1,
 

或者n≥3.
 

又因为G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

2},
 

所以n=1.
 

进而得到G 的所有

Sylow子群正规且循环,
 

故G 为循环群,
 

从而G 的各阶子群个数都为1,
 

不满足题设条件.
 

若P 有两个及以

上的p 阶子群,
 

则同引理3 所证可得p+1=2,
 

这与p≥2矛盾.
 

综上所述,
 

结论(a)得证.

(b)
 

由引理3和引理4知G=H ×|G2,
 

其中 H 循环且2⫮|H|.
 

下面分两种情况进行讨论:

情形1 若G2 有唯一2阶子群,
 

则G2 或为循环群或为广义四元数群.
如果G2为循环群,

 

那么|Syl2(G)|=3,
 

故G2◁—/G,
 

于是G 非交换,
 

且所有Sylow子群循环.
 

从而由引

理10得,
 

G 为亚循环群.
 

因为G2 为Sylow子群且个数为3,
 

所以3|H|.
 

又当t|H|且t≠2,3时有

[Gt,
 

G2]=1,
 

故可设G= <u>×(G3×|G2),
 

其中|u|=k,
 

(k,
 

6)=1,
 

G2= <a>,
 

a2
m

=1,
 

m ≥1,
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G3= <b>,
 

b3
n

=1,
 

n≥1,
 

a-1ba=br,
 

且由G2 不正规可知3n⫮(r-1).
先证n=1.

 

因为|Syl2(G)|= 3,
 

所以|G3∶NG3
(G2)|= 3,

 

则|NG3
(G2)|= 3n-1.

 

于是设

NG3
(G2)= <b3>.

 

又因为NG3
(G2)=CG3

(G2),
 

故[b3,
 

a]=1.
 

因为a-1ba=br,
 

于是b3=a-1b3a=b3r,
 

从而b3(r-1)=1,
 

因此3n-1 (r-1).
 

若n≥2,
 

则有3 (r-1).
 

又因为G3×|G2为亚循环群,
 

所以((r-1)2m,
 

3n)=1,
 

这与3 (r-1)矛盾.
 

因此n=1.

再证r=-1.
 

因为r≢1(mod
 

3),
 

所以r≡0(mod
 

3)或r≡-1(mod
 

3).
 

由假设条件a-1ba=br 知

(r,
 

3)=1,
 

从而得r≢0(mod
 

3),
 

于是r≡-1(mod
 

3).
 

因此r=-1.
可令

T=G3×|G2=<a,
 

b:
 

a2m =1,
 

b3=1,
 

a-1ba=b-1>

由定义关系知T 的Sylow
 

2-子群为极大子群且恰有3个,
 

即<a>,<ab>,<ab-1>.
 

对L≤T,
 

若L是2-群,
 

则

L 含于T 的Sylow
 

2-子群中.
 

因为T 的Sylow
 

2-子群只有3个且循环,
 

因此与L 同阶的子群最多有3个.
 

又由Sylow子群共轭及循环知,
 

与L 同阶的子群共轭,
 

故与L 同阶的子群个数为1或3.
 

如果L 不是2-群,
 

则L 的阶为2i·3,
 

此时考虑T 的阶为2m-1·3的极大子群,
 

可知此极大子群必为<a2><b>,<(ab)2><b>,
<(ab-1)2><b>.

 

又由定义关系可知CG2
(G3)=<a2>,

 

即[a2,
 

b]=1,
 

从而<b>×|<a2>=<a2>×<b>为循环群,
 

则

<a2><b>=<(ab)2><b>=<(ab-1)2><b>=<a2>×<b>
故T 的阶为2m-1·3的极大子群只有1个,

 

即为<a2>×<b>.
 

综上所述,
 

T 的极大子群均循环,
 

且同阶极大

子群的个数之集为{1,
 

3},
 

进而T 的2i·3阶的同阶交换子群个数也为1,
 

符合定理1的条件.
 

综上所述,
 

此

时G 对应定理1(b)中的(b1)类型群.
如果G2 为广义四元数群,

 

此时考虑G2 的4阶子群.
 

由引理6知G2 只能为Q8.
 

下面证明G2◁—G.
 

若

G2◁—/G,
 

则由定理1的条件知,
 

G 至少有3个Sylow
 

2-子群,
 

将其中3个分别记为G21,G22,G23,
 

它们彼此共

轭且均有3个4阶子群.
 

如果它们的4阶子群不分别对应相等,
 

那么与G 的同阶交换子群个数之集为{1,
 

3}
矛盾,

 

因此它们的4阶子群分别对应相等.
 

又因为G21,G22,G23 均可由其4阶子群生成,
 

所以G21=G22=
G23,

 

但这与G的Sylow
 

2-子群个数至少为3矛盾.
 

因此G2◁—G.
 

综上所述,
 

此时G对应定理1(b)中的(b2)

类型群.
情形2 若G2 的2阶子群个数为3,

 

对G2 是否交换进行讨论.
假设G2 为交换群,

 

则G2 的极大子群也交换,
 

因此极大子群个数为3.
 

由假设知G 的|G2|/2阶子群

只有3个,
 

从而G 只能有1个Sylow
 

2-子群,
 

即G2◁—G,
 

于是G 也为交换群.
 

此时定理1的条件等价于G
的同阶子群个数之集为{1,

 

3}.
 

根据文献[11]的定理4.3找出G 为交换群的类型即可,
 

得到:
 

当G2 为

(2n-1,
 

2)-型交换群时,
 

G 满足定理1的条件.
 

综上所述,
 

此时G 对应定理1(b)中的(b3)类型群.
假设G2 为非交换群,

 

则|G2|≥8,
 

故可分为以下几种情形讨论:


 

若|G2|=8且G2 的2阶子群个数为3,
 

讨论G 的结构.
 

由引理7知,
 

不存在满足此条件的非交换

2-群,
 

故此类群不存在.


 

若|G2|=16且G2 的2阶子群个数为3,
 

讨论G 的结构.
 

由引理8知,
 

G2 只能为半广义四元数群.


 

若|G2|=2n,
 

n≥5且G2 的2阶子群个数为3,
 

则断言:
 

G2 只能是半广义四元数群.
证明当n=5时,

 

G2 只能是半广义四元数群.
考虑G2 的极大子群M.

 

当M 交换时,
 

M 为循环群或(2r,
 

2s)-型交换群,
 

其中r+s=4.
 

又由引理11
知(22,

 

22)-型交换群含有7个4阶子群,
 

这与定理1的条件矛盾,
 

因此M 为循环群或(23,
 

2)-型交换群.
 

当

M 非交换时,
 

若M 只有1个2阶元,
 

则M 是广义四元数群,
 

然而由引理6知,
 

16阶广义四元数群不满足定

理1的条件.
 

若M 有3个2阶元,
 

则由上面  知M 为半广义四元数群.
 

综上所述,
 

M 为循环群、
 

(23,
 

2)-
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型交换群或16阶半广义四元数群.
当M 为循环群时,

 

则G2为引理9中的群,
 

经过计算群的同阶交换子群个数得,
 

G2为半广义四元数群.
 

因为(23,
 

2)-型交换群和16阶半广义四元数群的8阶子群都是交换群且个数为3,
 

又因为G2的同阶交换子

群个数之集必为{1,
 

3},
 

则:
 

若M 为这两个群之一,
 

则G 的8阶子群只能在M 的这3个极大子群中,
 

从而

G2 的每个极大子群的极大子群都含在M 内,
 

进而G2 中除循环极大子群之外的极大子群都等于 M.
 

但G2

至少有3个极大子群,
 

因此G2一定至少含有2个循环极大子群,
 

因此G2为引理9中的群,
 

且G2有3个2阶

子群,
 

通过计算群的同阶交换子群个数知,
 

G2 为32阶半广义四元数群.
假设当n=k-1时,

 

G2 是一个半广义四元数群,
 

去证明当n=k时,
 

G2 是一个半广义四元数群.
仍然考虑G2 的极大子群M.

 

当M 为交换群时,
 

M 为循环群或(2r,
 

2s)-型交换群,
 

其中r+s=k-1.
 

又由引理9知,
 

当M 为非循环交换群时,
 

M 只能为(2k-2,
 

2)-型交换群.
 

当M 为非交换群时,
 

如果M 只有

1个2阶元,
 

那么M 只能是广义四元数群,
 

但是由引理6计算M 的4阶子群个数知,
 

广义四元数群不满足

定理1的条件.
 

如果M 有3个2阶元,
 

则M 的同阶交换子群个数集为{1,
 

3},
 

由归纳假设,
 

M 为半广义四

元数群.
 

因此,
 

仍然可以得到M 为循环群、
 

(2k-2,
 

2)-型交换群或2k-1 阶半广义四元数群.
 

然后同n=5时

的证明可得G2 为半广义四元数群.
 

综上所述,
 

当  和  成立时,
 

G 都对应定理1(b)的(b4)类型群.
由于定理1中的4种群对应的Sylow

 

2-子群互不同构,
 

因此定理1(b)的(b1)-(b4)类群互不同构,
 

故

定理1结论(b)得证.
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