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摘要:在复杂性理论中,
 

复杂性分析主要是针对算法的效率进行分析.
 

通常地,
 

在复杂性分析中更多的是研究算法

的渐近效率.
 

近年来,
 

拟度量在复杂性分析中的应用受到学者们的广泛研究,
 

但是它也存在着一定的局限性,
 

例如

拟度量并不适合刻画算法渐近效率的高低.
 

为了解决这个问题,
 

本文引入了复杂性函数集上的模糊拟度量,
 

并以此

刻画了算法渐近效率的高低.
 

同时,
 

通过研究它的基本性质,
 

建立了一个不动点定理,
 

并应用该不动点定理研究了

与分治算法相关的递归方程的解的存在性和唯一性,
 

以及与快速排序算法相关的递归方程的解的存在性和唯一性.
 

以上结果构建起了模糊拟度量和算法的渐近效率之间的联系,
 

为模糊拟度量在算法应用方面的进一步研究提供了

一种新的有效途径.
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Abstract:
 

In
 

complexity
 

theory,
 

complexity
 

analysis
 

is
 

mainly
 

aimed
 

at
 

the
 

efficiency
 

of
 

the
 

algorithm.
 

Generally,
 

in
 

complexity
 

analysis,
 

more
 

attention
 

is
 

paid
 

to
 

the
 

asymptotic
 

efficiency
 

of
 

the
 

algorithm.
 

In
 

recent
 

years,
 

the
 

application
 

of
 

quasi-metric
 

in
 

complexity
 

analysis
 

has
 

been
 

widely
 

studied
 

by
 

scholars,
 

but
 

it
 

also
 

has
 

some
 

limitations.
 

For
 

example,
 

quasi-metric
 

is
 

not
 

suitable
 

for
 

describing
 

the
 

asymptotic
 

ef-
ficiency

 

of
 

algorithms.
 

In
 

order
 

to
 

solve
 

this
 

problem,
 

a
 

fuzzy
 

quasi-metric
 

in
 

a
 

complexity
 

space
 

is
 

intro-
duced

 

and
 

used
 

to
 

describe
 

the
 

asymptotic
 

efficiency
 

of
 

algorithms.
 

After
 

giving
 

some
 

results
 

of
 

the
 

fuzzy
 

quasi-metric,
 

a
 

fixed
 

point
 

theorem
 

in
 

a
 

complexity
 

space
 

is
 

established.
 

As
 

its
 

application,
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

recurrence
 

equations
 

associated
 

with
 

Divide-and-Conquer
 

algorithm
 

and
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

recurrence
 

equations
 

associated
 

with
 

Quicksort
 

algorithm
 

are
 

proven.
 

The
 

above
 

results
 

construct
 

the
 

relationship
 

between
 

fuzzy
 

quasi-metric
 

and
 

the
 

asymptotic
 

ef-
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ficiency
 

of
 

the
 

algorithm,
 

and
 

provide
 

a
 

new
 

and
 

effective
 

approach
 

for
 

the
 

further
 

research
 

of
 

application
 

of
 

fuzzy
 

quasi-metric
 

in
 

algorithms.
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文献[1]为了构建复杂性分析的拓扑基础,
 

在复杂性空间中引入了一种拟度量,
 

并将其应用于分治算

法的效率分析中.
 

随后,
 

文献[2]进一步研究了该拟度量空间的性质,
 

证明了复杂性空间是Smyth完备的,
 

可以被建模为拟范数半线性空间.
 

关于此空间的更多结果详见文献[3-6].
算法的渐近效率在复杂性分析中具有重要的应用.

 

然而,
 

正如本文例2所述,
 

文献[1]中引入的拟度量

并不适合刻画算法的渐近效率.
为解决上述问题,

 

在本文中,
 

我们在复杂性函数集上引入了一种模糊拟度量,
 

并且证明了它可以刻画

算法的渐近效率.
 

此外,
 

我们建立了一个不动点定理,
 

并应用此定理证明了与分治算法和快速排序算法相

关的递归方程解的存在性和唯一性.

1 预备知识

在本文中,
 

符号N+ 表示非负整数集.
定义1[7] 设 *:

 

[0,
 

1]×[0,
 

1] →[0,
 

1]是一个二元运算,
 

如果

(a)
 

* 满足结合律和交换律;
(b)

 

* 是连续的;
(c)

 

∀a∈ [0,
 

1],
 

a*1=a;
(d)

 

当a≤c和b≤d(a,b,c,d∈ [0,
 

1])时,
 

a*b≤c*d.
则称 * 是一个连续t-模.

注1 当a,b∈ [0,
 

1]时,
 

对任意的连续t-模 *,
 

a∧b≥a*b恒成立.
定义2[8] 设X 是一个非空集合,

 

* 是一个连续t-模,
 

M 是X×X×[0,
 

∞)上的模糊集,
 

对 ∀x,

y,z∈X,
 

有

(FQM1)
 

M(x,
 

y,
 

0)=0;
(FQM2)

 

∀t>0,
 

M(x,
 

y,
 

t)=M(y,
 

x,
 

t)=1⇔x=y;
(FQM3)

 

∀t,s≥0,
 

M(x,
 

z,
 

t+s)≥M(x,
 

y,
 

t)*M(y,
 

z,
 

s);
(FQM4)

 

M(x,
 

y,
 

·):
 

[0,
 

∞) →[0,
 

1]是左连续的.
则称(M,

 

*)为X 上的一个模糊拟度量.
注2 文献[9]介绍的概率拟度量(PC,

 

∧)可看作一个特殊的模糊拟度量.
注3 若M 还满足

(FQM5)∀t>0,
 

M(x,
 

y,
 

t)=M(y,
 

x,
 

t).
则(M,

 

*)为文献[10]意义下的一个模糊度量,
 

有关模糊度量的更多结果详见文献[11-12].
设(M,

 

*)是X 上的模糊拟度量,
 

若M-1是X×X×[0,
 

∞)上的函数,
 

且满足M-1(x,
 

y,
 

t)=M(y,
 

x,
 

t),
 

则(M-1,
 

*)也是X 上的一个模糊拟度量.
 

此外,
 

若 Mi 是X ×X ×[0,
 

∞)上的函数,
 

且满足

Mi(x,
 

y,
 

t)=min{M(x,
 

y,
 

t),
 

M-1(x,
 

y,
 

t)},
 

则(Mi,
 

*)是X 上的一个模糊度量.
文献[10]证明了:

 

X 上任意的模糊度量Mi 可以诱导生成一个T0 拓扑τMi,
 

该拓扑有一个开球族

BMi x,
 1
n
,

 1
n  : 

n∈N+  的局部基,
 

其中

BMi x,
 1
n
,

 1
n  = y∈X:

 

Mi x,
 

y,
 1
n  >1-

1
n     x∈X,

 

n∈N+

此外τMi 是T2 分离的和第一可数的.
定义3[8] 设{xn}是模糊拟度量空间(X,

 

M,
 

*)中的序列,
 

若对∀ε∈(0,
 

1),
 

t>0,
 

都存在n0∈N+,
 

使得当m ≥n≥n0 时M(xn,
 

xm,
 

t)>1-ε,
 

则称序列{xn}是左K-柯西列.
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定义4 设(X,
 

M,
 

*)是一个模糊拟度量空间,
 

若对X 中任意的左K-柯西列{xn},
 

存在x∈X,
 

使

得lim
n→∞

 
M(x,

 

xn,
 

t)=lim
n→∞

 
M(xn,

 

x,
 

t)=1,
 

则称(X,
 

M,
 

*)是Smyth完备的.

例1[8] 设(X,
 

d)是一个拟度量空间,
 

Md 是定义在X×X×[0,
 

∞)上的函数,
 

且对任意的x,y∈X,
 

t≥0,
 

有

Md(x,
 

y,
 

t)=
0 t=0

t
t+d(x,

 

y)
t>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

若 * 为任意的连续t-模,
 

则(Md,
 

*)为X 上的一个模糊拟度量,
 

称(Md,
 

*)是由d 导出的标准模糊拟

度量.
接下来我们介绍拟度量空间的一些基本概念.
定义5[13] 设(X,

 

d)是一个拟度量空间,
 

若对 ∀ε∈(0,
 

1),
 

t>0,
 

都存在n0∈N+,
 

当m ≥n≥n0
时d(xn,

 

xm)<ε,
 

则称序列{xn}为左K-柯西列.
定义6[13] 设(X,

 

d)是一个拟度量空间,
 

若(X,
 

d)中任意的左K-柯西列是收敛的,
 

则称(X,
 

d)是
Smyth完备的.

定理1[2] 设(X,
 

d)是一个拟度量空间,
 

(X,
 

d)是Smyth完备的当且仅当(X,
 

d)中任意的左K-柯

西列是收敛的,
 

即存在x ∈X 使得lim
n→∞

 
ds(x,

 

xn)=0.

定义7[1] 设C= f:
 

N+ →(0,
 

+∞]:
 

∑
+∞

n=1
2-n 1

f(n)<+∞  ,
 

对 ∀f,g∈C,
 

定义

dC(f,
 

g)=∑
+∞

n=1
2-n 1

g(n)-
1

f(n)  ∨0  
则称C 为复杂性函数集,

 

称dC 为复杂性拟度量,
 

称(C,
 

dC)为复杂性(拟度量)空间.
注4 容易验证dC 是C 上的一个拟度量.
文献[2]证明了复杂性空间(C,

 

dC)是Smyth完备的.
在复杂性理论中,

 

算法的复杂性由它的运行时间函数f(n)(n∈N+)来表示,
 

其中f(n)被称为算法的

复杂性函数.
设f,g∈C,

 

若对∀n∈N+ 有f(n)≤g(n),
 

则称f的所有输入效率都优于g.
 

显然地,
 

若f的所有

输入效率都优于g,
 

则dC(f,
 

g)=0.
在本文中,

 

设f,g∈C,
 

若存在n0∈N+,
 

使得对所有的n≥n0 都有f(n)≤g(n),
 

我们称f 的渐近

效率优于g.
例2说明复杂性拟度量dC 不适合刻画算法的渐近效率.

例2 设f,g∈C,
 

对任意的n∈N+,
 

f(n)=n+1,
 

g(n)=
2n

n2+2
.

 

通过计算可得:
 

当n=0,1,

2,…,10时f(n)>g(n);
 

当n≥11时f(n)<g(n).
 

因此,
 

f 的渐近效率优于g.
 

此时,
 

显然dC(f,
 

g)≠0.
 

因此,
 

复杂性拟度量dC 不适合刻画算法的渐近效率.

2 复杂性函数集上的模糊拟度量空间

本节将在复杂性函数集C 上引入模糊拟度量,
 

以此刻画算法的渐近效率.
定义8[9] 对 ∀f,g∈C,

 

t>0,
 

定义辅助函数QC

QC(f,
 

g,
 

t)=∑
+∞

k=n
2-k 1

g(k)-
1

f(k)  ∨0  
其中t∈ (n,

 

n+1],
 

n∈N+.
性质1[9] 对 ∀f,g∈C,

 

t∈ (0,
 

1],
 

有QC(f,
 

g,
 

t)=dC(f,
 

g).
性质2[9] 对 ∀f,g,h∈C,

 

t,s>0,
 

有QC(f,
 

g,
 

t+s)≤QC(f,
 

h,
 

t)+QC(h,
 

g,
 

s).
性质3[9] 对 ∀f,g∈C,

 

函数QC(f,
 

g,
 

·)在(0,
 

∞)上是非增的和左连续的.
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定理2 设C 是复杂性函数集,
 

* 是连续t-模,
 

f,g∈C,
 

在C×C×[0,
 

∞)上定义函数MC,

MC(f,
 

g,
 

t)=
0 t=0

t
t+QC(f,

 

g,
 

t) t>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则

􀃠
 

(MC,
 

*)是C 上的一个模糊拟度量;

􀃡
 

若(MdC
,

 

*)是由dC 导出的标准模糊拟度量,
 

则对∀t∈(0,
 

1],
 

MC(f,
 

g,
 

t)=MdC
(f,

 

g,
 

t).
证  􀃠

 

(FQM1)显然成立.
(FQM2)

 

令f,g∈C,
 

对 ∀t>0,
 

当f=g 时,

MC(f,
 

g,
 

t)=MC(f,
 

f,
 

t)=
t

t+QC(f,
 

f,
 

t)=1

反之,
 

若对 ∀t>0,

MC(f,
 

g,
 

t)=MC(g,
 

f,
 

t)=1
则特别地当t=1时,

MC(f,
 

g,
 

1)=MC(g,
 

f,
 

1)=1
因此

QC(f,
 

g,
 

1)=QC(g,
 

f,
 

1)=0
又由性质1即得

dC(f,
 

g)=dC(g,
 

f)=0
因为dC 是C 上的拟度量,

 

所以f=g.
(FQM3)

 

令f,g,h∈C,
 

对 ∀t,s≥0,
 

不妨设MC(f,
 

h,
 

t)≤MC(g,
 

h,
 

s),
 

所以

t
t+QC(f,

 

h,
 

t)≤
s

s+QC(h,
 

g,
 

s)
即

tQC(h,
 

g,
 

s)≤sQC(f,
 

h,
 

t)
又因为

tQC(f,
 

g,
 

t+s)≤tQC(f,
 

h,
 

t)+tQC(h,
 

g,
 

s)≤ (t+s)QC(f,
 

h,
 

t)
故

MC(f,
 

g,
 

t+s)=
t+s

t+s+QC(f,
 

g,
 

t+s)≥
t

t+QC(f,
 

h,
 

t)=MC(f,
 

h,
 

t)

即证得

MC(f,
 

g,
 

t+s)≥MC(f,
 

h,
 

t)∧MC(h,
 

g,
 

s)
因此

MC(f,
 

g,
 

t+s)≥MC(f,
 

h,
 

t)*MC(h,
 

g,
 

s)

  (FQM4)
 

由性质3可知,
 

显然成立.
  􀃡

 

由性质1,
 

对 ∀f,g ∈C,
 

当t∈ (0,
 

1]时,
 

QC(f,
 

g,
 

t)=dC(f,
 

g),
 

于是 MC(f,
 

g,
 

t)=
MdC

(f,
 

g,
 

t).
下文中的模糊拟度量空间(C,

 

MC,
 

*)均为定理2中引入的模糊拟度量空间.
定理3 在模糊拟度量空间(C,

 

MC,
 

*)中,
 

对∀f,g∈C,
 

f的渐近效率优于g当且仅当存在n0∈N+,
 

使得对 ∀t>n0,
 

有MC(f,
 

g,
 

t)=1.
证 必要性 对∀f,g∈C,

 

若f的渐近效率优于g,
 

则存在n0∈N+,
 

使得对∀n≥n0 有f(n)≤
g(n).

 

由QC(f,
 

g,
 

t)的定义可得,
 

对任意的t>n0,
 

QC(f,
 

g,
 

t)=0,
 

即MC(f,
 

g,
 

t)=1.
充分性  由条件,

 

当t∈(n0,
 

n0+1]时,
 

MC(f,
 

g,
 

t)=1,
 

即QC(f,
 

g,
 

t)=0.
 

于是,
 

对∀n≥n0,
 

有f(n)≤g(n),
 

即f 的渐近效率优于g.
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例3表明模糊拟度量MC 可以刻画算法的渐近效率.
例3 令f(n),g(n)为例2中的函数.

 

经计算得:
 

当n=0,1,2,…,10时f(n)>g(n);
 

当n≥11时

f(n)<g(n).
 

因此,
 

取n0=11,
 

则对∀t∈(11,
 

12],
 

QC(f,
 

g,
 

t)=0.
 

由性质3可知函数QC(f,
 

g,
 

·)
是非增的,

 

所以对 ∀t>11,
 

QC(f,
 

g,
 

t)=0,
 

即MC(f,
 

g,
 

t)=1.
 

因此f 的渐近效率优于g.
 

即模糊拟

度量MC 可以刻画算法的渐近效率.
定理4 模糊拟度量空间(C,

 

MC,
 

*)是Smyth完备的.

证 令{fn}是(C,
 

MC,
 

*)中的左K-柯西列,
 

取ε∈ 0,
 1
2  , 

则存在n0∈N+,
 

使得当m ≥n≥n0

时,
 

MC(fn,
 

fm,
 

t)>1-ε.
 

由定理2得MC(fn,
 

fm,
 

1)= MdC
(fn,

 

fm,
 

1).
 

所以当m ≥n≥n0 时,

1
1+dC(fn,

 

fm)
>1-ε

即

dC(fn,
 

fm)<
ε
1-ε<2ε

因此,
 

{fn}是(C,
 

dC)中的左K-柯西列.
 

因为(C,
 

dC)是Smyth完备的,
 

所以存在f∈C,
 

使得

lim
n→∞

 
dC(f,

 

fn)=lim
n→∞

 
dC(fn,

 

f)=0

又由性质1可得,
 

对 ∀t>0都有

lim
n→∞

 
QC(f,

 

fn,
 

t)=lim
n→∞

 
QC(fn,

 

f,
 

t)=0

即

lim
n→∞

 
MC(f,

 

fn,
 

t)=lim
n→∞

 
MC(fn,

 

f,
 

t)=1

所以左K-柯西列{fn}是收敛的.
 

因此,
 

(C,
 

MC,
 

*)是Smyth完备的.

3 不动点定理及其应用

本节主要介绍模糊拟度量空间(C,
 

MC,
 

*)的不动点定理及其应用.
定义9 设Φ是模糊拟度量空间(C,

 

MC,
 

*)上的一个自映射,
 

对于f,g∈C,
 

t∈(0,
 

1],
 

若存在

k∈ (0,
 

1),
 

使得

1
MC(Φf,

 

Φg,
 

t)-1≤k 1
MC(f,

 

g,
 

t)-1  
则称自映射Φ 是(0,

 

1]-压缩的.
定理5 若Φ 是一个(0,

 

1]-压缩的自映射,
 

则Φ 有唯一的不动点.
证  令Φfn =fn+1,

 

则存在k∈ (0,
 

1),
 

使得对 ∀n∈N+,
 

t∈ (0,
 

1],
 

总有

1
MC(fn+1,

 

fn+2,
 

t)-1=
1

MC(Φfn,
 

Φfn+1,
 

t)-1≤k 1
MC(fn,

 

fn+1,
 

t)-1  
则

QC(fn+1,
 

fn+2,
 

t)≤kQC(fn,
 

fn+1,
 

t)
由性质1可得

dC(fn+1,
 

fn+2)≤kdC(fn,
 

fn+1)
根据三角不等式得,

 

对 ∀n,m ∈N+ 有

dC(fn,
 

fn+m)≤
kn(1-km)
1-k dC(f0,

 

f1)≤
kn

1-kdC(f0,
 

f1)

所以{fn}在(C,
 

dC)中是一个左K-柯西列.
 

因为(C,
 

dC)是Smyth完备的,
 

从而{fn}在度量(dC)s 意义

下是收敛的.
 

因此,
 

序列{fn}在模糊度量(MdC
)i 意义下是收敛的.

 

即存在p∈C,
 

对 ∀t∈ (0,
 

1],
 

有

lim
n→∞

 
MdC

(p,
 

fn,
 

t)=lim
n→∞

 
MdC

(fn,
 

p,
 

t)=1

又由定理2可得,
 

对 ∀t∈ (0,
 

1],
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lim
n→∞

 
MC(p,

 

fn,
 

t)=lim
n→∞

 
MC(fn,

 

p,
 

t)=1

因此,
 

{fn}在模糊度量Mi
C 意义下收敛到p.

 

由Φ 是(0,
 

1]-压缩映射可得,
 

对 ∀t∈ (0,
 

1],

lim
n→∞

 
MC(Φp,

 

fn,
 

t)=lim
n→∞

 
MC(fn,

 

Φp,
 

t)=1

因此,
 

{fn}在模糊度量Mi
C 意义下收敛到Φp.

 

又因为模糊度量Mi
C 的拓扑是T2 分离的,

 

所以p=Φp,
 

即

Φ 有不动点p.
下面证Φ的不动点的唯一性.

 

令q∈C是Φ的不动点,
 

则对∀t∈(0,
 

1],
 

MC(p,
 

q,
 

t)=MC(Φp,
 

Φq,
 

t).
 

由于Φ 是(0,
 

1]-压缩的,
 

因此存在k∈(0,
 

1),
 

使得对∀t∈(0,
 

1],

1
MC(p,

 

q,
 

t)-1=
1

MC(Φp,
 

Φq,
 

t)-1≤k 1
MC(p,

 

q,
 

t)-1  
即MC(p,

 

q,
 

t)=1.
 

因为MC(p,
 

q,
 

·)是递增的,
 

所以对∀t>0,
 

都有MC(p,
 

q,
 

t)=1.
 

同理可得,
 

对

∀t>0,
 

都有MC(q,
 

p,
 

t)=1.
 

因此p=q.
 

即Φ 的不动点是唯一的.
接下来我们将应用定理5来证明与分治算法相关的递归方程的解的存在唯一性.
正如文献[1,

 

14]中所述,
 

分治算法都是通过递归的方法将原始问题分解成几个子问题来解决,
 

每个子

问题都是由相同的算法单独解决的,
 

然后组合后的结果就是原始问题的答案.
 

因此,
 

分治算法的复杂性通

常由下面的递归方程的解来表示:

T(1)=c

T(n)=aT n
b  +h(n)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁    a,b,c∈N+,

 

a,b≥2 (1)

其中,
 

n∈ {bp:
 

p∈N+},
 

并且h(n)<+∞.
 

递归方程(1)自然地诱导出一个映射Φ,
 

定义如下:

Φf(1)=c

Φf(n)=af
n
b  +h(n) n∈ {bp:

 

p∈N+}

Φf(n)=+∞ n∉ {bp:
 

p∈N+}

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  文献[1]证明了:
 

对∀f,g∈C,
 

当k=
1
a

时,
 

dC(Φf,
 

Φg)≤kdC(f,
 

g).
 

由性质1可得,
 

对∀t∈(0,
 

1],

k 1
MC(f,

 

g,
 

t)-1  =kQC(f,
 

g,
 

t)
t =

kdC(f,
 

g)
t ≥

dC(Φf,
 

Φg)
t =

QC(Φf,
 

Φg,
 

t)
t =

1
MC(Φf,

 

Φg,
 

t)-1

因此,
 

Φ是一个(0,
 

1]-压缩的自映射.
 

应用定理5可得,
 

Φ有唯一的不动点g0∈C,
 

即为递归方程(1)的
解.

最后我们将应用定理5来证明与快速排序算法相关的递归方程解的存在唯一性.
文献[15]在讨论快速排序算法的平均案例分析时得出了一个递归方程T:

T(1)=0

T(n)=
2(n-1)

n +
n+1
n T(n-1)   n>1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2)

正如文献[16]中所述,
 

递归方程(2)可以自然地诱导出一个映射Φ:
 

C →C,
 

定义如下:

Φf(1)=+∞
Φf(2)=1

Φf(n)=
2(n-1)

n +
n+1
n f(n-1) n>2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

由文献[17]可知,
 

对 ∀f,g∈C,
 

dC(Φf,
 

Φg)≤
dC(f,

 

g)
2 .

 

取k=
1
2
,

 

由性质1得,
 

对 ∀t∈ (0,
 

1],

1
2

1
MC(f,

 

g,
 

t)-1  =QC(f,
 

g,
 

t)
2t =

dC(f,
 

g)
2t ≥

dC(Φf,
 

Φg)
t =
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QC(Φf,
 

Φg,
 

t)
t =

1
MC(Φf,

 

Φg,
 

t)-1

因此,
 

Φ 是一个(0,
 

1]-压缩的自映射.
 

应用定理5可得,
 

Φ 有唯一的不动点g0∈C.
 

从而,
 

若定义函数

h:
 

N+ →[0,
 

+∞)如下:

h(1)=0
h(n)=g0(n)   n>1 

则h 就是递归方程(2)的唯一解.
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