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摘要:设 L=(-Δ)2 +V2 是 Rn(n ≥5)上 的 高 阶Schrödinger-型 算 子,
 

其 中 非 负 位 势V 属 于 反 向 Hölder类

RHq q>
n
2  .

 

记Vρ(e-tL)为与高阶Schrödinger-型算子L生成的热半群相关的变分算子,
 

基于此类变分算子在

Lq 空间上有界的结果,
 

应用Herz-型Hardy空间的原子分解理论,
 

以及Schrödinger-型算子的性质,
 

进行不等式的

估计,
 

证明了Vρ(e-tL)是从 Herz-型 Hardy空间到 Herz空间的有界算子,
 

也是 Morrey-Herz空间上的有界算子.
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Abstract:
 

Let
 

L=(-Δ)2+V2
 

be
 

a
 

high-order
 

Schrödinger-type
 

operator
 

in
 

Rn
 

(n≥5),
  

where
 

V
 

is
 

a
 

non-
negative

 

potential
 

satisfying
 

the
 

reverse
 

Hölder
 

inequality.
 

Suppose
 

that
 

Vρ(e
-tL)

 

is
 

the
 

variation
 

operator
 

associated
 

with
 

the
 

high-order
 

Schrödinger
 

operator.
 

Based
 

on
 

the
 

boundedness
 

of
 

the
 

variation
 

operators
 

on
 

Lq
 

spaces,
 

and
 

using
 

the
 

atomic
 

decomposition
 

of
 

Herz-type
 

Hardy
 

spaces
 

and
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

Schrödinger-type
 

operators,
 

the
 

inequalities
 

are
 

estimated.
 

The
 

boundedness
 

of
 

the
 

variation
 

operators
 

associated
 

with
 

the
 

Schrödinger-type
 

operators
 

from
 

Herz-type
 

Hardy
 

spaces
 

into
 

the
 

Herz
 

spaces
 

is
 

proved.
 

The
 

boundedness
 

of
 

the
 

variation
 

operators
 

on
 

Morrey-Herz
 

spaces
 

is
 

also
 

obtained.
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Rn 上的Herz-型空间和奇异积分算子及其交换子有界性的问题自20世纪90年代中后期以来得到了迅

猛发展[1-9].
 

微分算子的空间理论和奇异积分算子理论在21世纪取得了丰硕的成果,
 

与微分算子相关的变

分算子也受到了许多学者的关注[10-16].
 

最近,
 

文献[17]讨论了Rn(n≥5)上的与高阶Schrödinger-型算子

相关的一类变分算子在Lq(Rn)空间的有界性问题,
 

并得到了这类变分算子在一类与微分算子相关的

Morrey空间上的有界性.
对于这类与高阶Schrödinger-型算子L生成的热半群相关的变分算子在函数空间上有界性的研究,

 

我

们的目的主要是建立此类变分算子在Herz-型空间上的有界性.

设非负位势V 属于反向Hölder类RHq,
 

q>
n
2.

 

Rn(n≥5)上的微分算子L=(-Δ)2+V2 称为高阶

Schrödinger-型算子,
 

其中Δ是调和算子.
 

由算子L生成的热半群e-tL 定义为

e-tLf(x)=∫Rn
Bt(x,

 

y)f(y)dy   f∈L2(Rn),
 

t>0

这里热半群e-tL 的核Bt(x,
 

y)满足(其中C 和c1 为常数)

Bt(x,
 

y)≤Ct
-

n
4e

-c1|x-y|
4
3t

-13

(1)

  定义1[17] 设{ti}i∈N 是正的单调减的趋于0的数列,
 

令ρ>2,
 

与高阶Schrödinger-型算子L生成的

热半群相关的变分算子定义为

Vρ(e
-tL)f(x)=

 

sup
ti→0

 ∑
+∞

i=0
 

|e
-tiL

f(x)-e
-ti+1Lf(x)|ρ  

1
ρ (2)

这里的上确界取遍所有正的单调减的趋于0的数列{ti}i∈N.
  定义

γ(x)=supr>0:
 1
rn-2∫B(x,

 

r)
V(y)dy≤1     x∈Rn

  引理1[18] 设V ∈RH n
2
(Rn),

 

则存在常数C 和k0 >1,
 

使得对于所有的x,y∈Rn,
 

有

1
Cγ(x)1+|x-y|

γ(x)  
-k0
≤γ(y)≤Cγ(x)1+|x-y|

γ(x)  
k0

k0+1 (3)

特别地,
 

当|x-y|<Cγ(x)时,
 

γ(x)~γ(y).
引理2[17] 对任意N ∈N,

 

存在正常数C,c2 和c3,
 

使得对所有x,y∈Rn 和0<t< ∞,
 

有:


 

|Bt(x,
 

y)|≤Ct
-

n
4 1+

t
γ2(x)

+
t

γ2(y)  
-N

e
-c2|x-y|

4
3t

-13

;


 

|
∂
∂tBt(x,

 

y)|≤Ct
-

n
4-1
1+

t
γ2(x)

+
t

γ2(y)  
-N

e
-c3|x-y|

4
3t

-13

.

引理3[17] 设V ∈RHq0
(Rn),

 

其中q0 ∈
n
2
,

 

∞  , 

n≥5,
 

则对于ρ>2,
 

存在常数C >0,
 

使得

‖Vρ(e
-tL)f‖Lq(Rn)≤C‖f‖Lq(Rn)   f∈Lq(Rn),

 

1<q< ∞ (4)

  对于整数k,
 

记Bk={x∈Rn:
 

|x-x0|<2k},
 

Ck=Bk\Bk-1,
 

χk=χCk.
 有关齐型Herz空间以及齐

型Herz-型Hardy空间的概念和主要结论如下:

定义2[2] 令-∞ <α< ∞,
 

0<p< ∞,
 

0<q≤ ∞.
 

则空间Rn 上的齐型Herz空间K
·

 

α,p
q (Rn)定

义为

K
·

 

α,p
q (Rn)={f∈Lq

loc(Rn\{0}):
 

‖f‖K
·

 

α,p
q

(Rn)< ∞}

其中

‖f‖K
·

 

α,p
q

(Rn)= ∑
+∞

k= -∞
 

2kαp‖fχk‖p
Lq(Rn)  

1
p
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  齐型Herz-Hardy空间定义为

HK
·

 

α,p
q (Rn)={f∈S'(Rn):

 

Gf∈K
·

 

α,p
q (Rn)}

其中Gf(x)=sup
φ∈AN

 

|φ*
� (f)|,

 

而AN ={φ ∈S(Rn):
 

sup
|α|,|β|≤N

 |xαDβφ(x)|≤1},
 

N >n.

定义3[2] 令1<q< ∞,
 

n1-
1
q  ≤α< ∞,

 

s≥ α+n1-
1
q  



 


 ,
 

[·]表示取整函数.
 

若Rn 上

的函数a(x)满足以下条件:


 

supp
 

a⊂B(x0,
 

r),
 

r>0;


 

‖a‖Lq(Rn)≤|B(x0,
 

r)|
-

α
n;


 

∫xσa(x)dx=0,
 

|σ|≤s.

则称a(x)为中心(α,
 

q)-原子.

引理4[2] 设1<q< ∞,
 

0<p< ∞,
 

令n1-
1
q  ≤α< ∞.

 

则f∈HK
·

 

α,p
q (Rn)当且仅当存在

原子列 aj  和数列{λj},
 

使得f= ∑
+∞

j= -∞
 

λjaj,
 

且∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p <∞,
 

其中aj 是支在球Bj 上的中心(α,
 

q)-

原子.
 

进一步有

‖f‖p
HK
·

 

α,p
q

(Rn)=inf ∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p  (5)

这里的下确界取遍f 的所有分解.

定义4[3] 设α∈R,
 

0<p< ∞,
 

1<q< ∞,
 

0≤λ< ∞,
 

Rn 上的齐型 Morrey-Herz空间MK
·

 

α,λ
p,q

定义为

MK
·

 

α,λ
p,q(Rn)={f∈Lq

loc(Rn\{0}):
 

‖f‖MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)< ∞}

其中

‖f‖MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)=supν∈Z
 
2-νλ ∑

ν

k= -∞
 

2kαp‖fχk‖p
Lq(Rn)  

1
p

  定理1 设Vρ(e
-tL)是与高阶Schrödinger-型算子L相关的由(2)式定义的变分算子,

 

令0<p<∞,
 

1<q<∞.
 

若V∈RHq0
(Rn),

 

其中q0∈
n
2
,

 

∞  , 

n≥5,
 

ρ>2,
 

则存在N ∈N,
 

使得当n1-
1
q  ≤

α<N +n1-
1
q  时,

 

变分算子Vρ(e
-tL)是从Herz-Hardy空间HK

·
 

α,p
q (Rn)到Herz空间K

·
 

α,p
q (Rn)的有

界算子.
定理2 设Vρ(e

-tL)是与高阶Schrödinger-型算子L相关的由(2)式定义的变分算子,
 

令0<p<∞,
 

1<q< ∞,
 

0<λ < ∞.
 

若V ∈RHq0
(Rn),

 

其中q0 ∈
n
2
,

 

∞  , 

n ≥5,
 

ρ >2,
 

则当α <λ +

n1-
1
q  时,

 

变分算子Vρ(e
-tL)是MK

·
 

α,λ
p,q(Rn)上的有界算子.

定理1的证明  对任意f∈HK
·

 

α,p
q (Rn),

 

由原子分解理论知,
 

存在原子列 aj  和数列 λj  ,
 

使得

f(x)=∑
+∞

j= -∞
 

λjaj(x)

其中aj 是中心(α,
 

q)-原子,
 

supp
 

aj ⊂Bj,
 

且

‖f‖HK
·

 

α,p
q

(Rn)=inf ∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p  
1
p

则
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‖Vρ(e
-tL)f‖p

K
·

 

α,p
q

(Rn)=∑
+∞

l= -∞
 

2lαp‖(Vρ(e
-tL)f)χl‖p

Lq(Rn)≤

C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp ∑
l+2

j= -∞
 

|λj|‖(Vρ(e
-tL)aj)χl‖Lq(Rn)  p

+

C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp ∑
∞

j=l+3
 

|λj|‖(Vρ(e
-tL)aj)χl‖Lq(Rn)  p

=I1+I2

  对于I2,
 

分为0<p≤1和1<p< ∞ 两种情况进行讨论:

  当0<p≤1时,
 

由引理3、
 

Jensen不等式以及原子的大小条件,
 

有

I2 ≤C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp∑
∞

j=l+3
 

|λj|p‖aj‖p
Lq(Rn)≤

C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp∑
∞

j=l+3
 

|λj|p|Bj|
-pα

n =C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p∑
j-3

l= -∞
 

2(l-j)αp =C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p

  当1<p< ∞ 时,
 

由引理3、
 

Hölder不等式和原子的大小条件,
 

可得

I2 ≤C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp ∑
∞

j=l+3
 

|λj|p‖aj‖Lq(Rn)  p
≤C∑

+∞

l= -∞
 ∑

∞

j=l+3
 

|λj|p2
(l-j)αp
2  ∑

∞

j=l+3
 

2
(l-j)αp'
2  

p
p' ≤

C∑
+∞

l= -∞
 ∑

∞

j=l+3
 

|λj|p2
(l-j)αp
2 ≤C∑

+∞

j= -∞
 

|λj|p∑
j-3

l= -∞
 

2
(l-j)αp
2 ≤C∑

+∞

j= -∞
 

|λj|p

  对于I1,
 

注意到j≤l+2,
 

x ∈Cl,
 

y∈Bj,
 

则x ∈Rn\2Bj,
 

|x-y|≥
1
2|x-x0|.

 

因此,
 

分

成|x-x0|≤γ(x0)和|x-x0|>γ(x0)两种情况讨论.
当|x-x0|≤γ(x0)时,

 

由引理2知

Vρ(e
-tL)(aj)(x)≤sup

ti→0
 ∑
∞

i=0
 ∫Rn

(Bti
(x,

 

y)-Bti+1
(x,

 

y))aj(y)dy
ρ  

1
ρ
≤

Csup
ti→0

 ∑
∞

i=0
 ∫Rn

|aj(y)|∫
ti

ti+1

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy≤C∫Rn
|aj(y)|∫

∞

0

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy≤

C∫Rn
|aj(y)|∫

|x-x0|
4

0

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy+∫Rn
|aj(y)|∫

∞

|x-x0|
4

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy  ≤
C∫Rn

|aj(y)|∫
|x-x0|

4

0
t

-
n
4-1
e
-c3(|x-x0|t

-14)
4
3

dtdy+∫Rn
|aj(y)|∫

∞

|x-x0|
4t

-
n
4-1
dtdy  ≤

C∫Rn
|aj(y)|∫

x-x0
4

0
t

-
n
4-1 t

1
3

|x-x0|
-
4
3  

3(n+4)
4

dtdy+∫Rn
|x-x0|-n|aj(y)|dy  ≤

C|x-x0|-n 1+
|x-x0|
γ(x0)  

-N1

∫Rn
|aj(y)|dy

所以,
 

由Hölder不等式以及原子的大小条件,
 

得

‖Vρ(e
-tL)(aj)χl‖Lq(Rn)≤C∫Cl

|x-x0|-nq 1+
|x-x0|
γ(x0)  

-qN1

∫Bj
|aj(y)|dy  q

dx  
1
q

≤

C∫Cl
|x-x0|-nq 1+

|x-x0|
γ(x0)  

-qN1

∫Bj

dy  
q
q'∫Bj

|aj(y)|qdy  dx  
1
q

≤

C2
-(l-j)n 1-

1
q  2-(l-j)N1‖aj‖Lq(Rn)≤C2

-(l-j)n 1-
1
q  +N1  2-jα

从而

I1 ≤C∑
+∞

l= -∞
 

2lαp ∑
l+2

j= -∞
 

|λj|2
-(l-j)n 1-

1
q  +N1  2-jα  p
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取N1 >α-n1-
1
q  , 

则当0<p≤1时,
 

由Jensen不等式有

I1 ≤C∑
+∞

l= -∞
 ∑

l+2

j= -∞
 

|λj|p2
-(l-j) N1+n 1-

1
q  -α  p

≤

C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p∑
+∞

l=j-2
 

2
-(l-j) N1+n 1-

1
q  -α  p

≤C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p

当1<p< ∞ 时,
 

由Hölder不等式可得

I1 ≤C∑
+∞

l= -∞
 ∑

l+2

j= -∞
 

|λj|p2
-(l-j) N1+n 1-

1
q  -α  p

2  ∑
l+2

j= -∞
 

2
-(l-j) N1+n 1-

1
q  -α  p'

2  
p
p' ≤

C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p∑
+∞

l=j-2
 

2
-(l-j) N1+n 1-

1
q  -α  p

2 ≤C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p

  当|x-x0|>γ(x0)时,
 

由定义1和引理2,
 

并应用(3)式,
 

得

∫
+∞

|x-x0|
4

∂
∂tBt(x,

 

y)dt≤C∫
+∞

|x-x0|
4t

-
n
4-1
1+

t
γ2(x)  

-N2

e
-c3(|x-x0|t

-14)
4
3

dt≤

C 1+
|x-x0|2

γ2(x)  
-N2

|x-x0|-n ≤

C 1+c-1
0

|x-x0|
γ(x0)  

2

1+
|x-x0|
γ(x0)  

-2k0
k0+1  

-N2

|x-x0|-n ≤

C 1+
|x-x0|
γ2(x0)  

-N3

|x-x0|-n (6)

其中N3=
N2(k0-1)

k0+1




 



 .

∫
|x-x0|

4

0

∂
∂tBt(x,

 

y)dt≤C∫
γ4(x0)

0
t

-
n
4-1
e
-c3(|x-x0|t

-14)
4
3

dt+∫
|x-x0|

4

γ4(x0)
t

-
n
4-1
e

-c3(|x-x0|t
-14)

4
3

dt≤

C∫
+∞

|x-x0|

γ(x0)
  

4
3
|x-x0|-nu

3n
4-1
e

-c3udu+Cγ-n-4(x0)e
-c3

|x-x0|

γ(x0)
  

4
3

|x-x0|4 ≤

C|x-x0|-ne
-c

|x-x0|

γ(x0)
  

4
3

+C|x-x0|-ne
-c3

|x-x0|

γ(x0)
  

4
3

|x-x0|
γ(x0)  

n+4

≤

C 1+
|x-x0|
γ(x0)  

-N4

|x-x0|-n (7)

选择适当的N2,N4 为同一个N,
 

使得(6)式和(7)式同时成立,
 

且N >α-n1-
1
q  , 

则有

‖Vρ(e
-tL)(aj)χl‖Lq(Rn)≤C∫Cl

|x-x0|-nq 1+
|x-x0|
γ(x0)  

-qN

∫Bj
|aj(y)|dy  q

dx  
1
q

≤

C2
-(l-j)n 1-

1
q  +N  2-jα

同理,
 

可以得到

I1 ≤C∑
+∞

l= -∞
 ∑

l+2

j= -∞
 

λj 2
-(l-j) N+n 1-

1
q  -α    p

≤C∑
+∞

j= -∞
 

|λj|p

因此

‖Vρ(e
-tL)f‖K

·
 

α,p
q

(Rn)≤C‖f‖HK
·

 

α,p
q

(Rn)

至此,
 

完成了定理1的证明.
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定理2的证明  对任意f∈MK
·

 

α,λ
p,q(Rn),

 

令f(x)=∑
∞

j= -∞
 

fχj(x)=∑
∞

j= -∞
 

fj(x).
 

则有

‖Vρ(e
-tL)f‖p

MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)=supυ∈Z
 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp‖(Vρ(e
-tL))fχl‖p

Lq(Rn)≤

Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
l+2

j= -∞
 

‖(Vρ(e
-tL))fjχl‖Lq(Rn)  p

+

Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
+∞

j=l+3
 

‖(Vρ(e
-tL))fjχl‖Lq(Rn)  p

=J1+J2

  对于J2,
 

由引理3,
 

即变分算子的Lq 有界性,
 

有

J2 ≤Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
∞

j=l+3
 

‖fj‖Lq(Rn)  p

再由不等式

‖fj‖Lq(Rn)≤2
-jα ∑

j

i= -∞
 

2iαp‖fi‖p
Lq(Rn)  

1
p ≤2j(λ-α)‖f‖MK

·
 

α,λ
p,q

(Rn)
(8)

并注意到α>λ,
 

可以得到

J2 ≤Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
∞

j=l+3
 

2j(λ-α)‖f‖MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)  p
≤

C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)
sup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lλp ∑
∞

j=l+3
 

2(j-l)(λ-α)  p
≤

C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)
sup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lλp ≤

C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)

  对于J1,
 

同样有j≤l+2,
 

x ∈Cl,
 

y∈Bj,
 

则x ∈Rn\2Bj,
 

|x-y|≥
1
2|x-x0|.

 

因此

Vρ(e
-tL)(fj)(x)≤C∫Rn

|fj(y)|∫
|x-x0|

4

0

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy+∫Rn
|fj(y)|∫

∞

|x-x0|
4

∂
∂tBt(x,

 

y)dtdy  ≤
C∫Rn

|fj(y)|∫
x-x0

4

0
t

-
n
4-1(x-x0

-
4
3t

1
3)

3(n+4)
4 dtdy+∫Rn

|fj(y)|∫
∞

|x-x0|
4t

-
n
4-1
dtdy  ≤

C|x-x0|-n∫Rn
|fj(y)|dy

所以得到

‖Vρ(e
-tL)(fj)χl‖Lq(Rn)≤C∫Cl

|x-x0|-nq∫Bj
|fj(y)|dy  q

dx  
1
q
≤

C2
-(l-j)n 1-

1
q  ‖fj‖Lq(Rn)

这样

J1 ≤Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
∞

j=l+3
 

2
-(l-j)n 1-

1
q  ‖fj‖Lq(Rn)  p

同样,
 

再由不等式(8),
 

并注意到α<λ+n1-
1
q  , 

得

J1 ≤Csup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lαp ∑
l+2

j= -∞
 

2
-(l-j)n 1-

1
q  2j(λ-α)‖f‖MK

·
 

α,λ
p,q

(Rn)  p
≤

C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)
sup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lλp ∑
l+2

j= -∞
 

2
-(l-j)(λ+n 1-

1
q  -α)  p

≤
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等:
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C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)
sup
υ∈Z

 
2-υλp∑

υ

l= -∞
 

2lλp ≤C‖f‖p
MK
·

 

α,λ
p,q

(Rn)

这就完成了定理2的证明.
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