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摘要:针对二维非稳态变系数对流扩散方程,
 

对时间的离散分别采用二阶和三阶向后差分公式,
 

对空间的离散分别采

用四阶紧致差分和六阶紧致差分方法,
 

提出了两种高精度紧致差分格式,
 

两种格式的截断误差分别为O(τ2+h4x+h4y)

和O(τ3+h6x +h6y),
 

并且均是无条件稳定的,
 

最后给出了数值算例验证了理论结果.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

two
 

high-order
 

compact
 

difference
 

schemes
 

for
 

solving
 

two-dimensional
 

unsteady
 

convection
 

diffusion
 

equations
 

with
 

variable
 

coefficients
 

are
 

proposed,
 

using
 

the
 

second-order
 

and
 

the
 

third-

order
 

backward
 

difference
 

formulas
 

for
 

temporal
 

discretization
 

and
 

the
 

fourth-order
 

and
 

the
 

sixth-order
 

compact
 

difference
 

methods
 

for
 

spatial
 

discretization.
 

Both
 

schemes
 

are
 

unconditionally
 

stable
 

and
 

their
 

truncation
 

errors
 

are
 

O(τ2+h4
x+h4

y)
 

and
 

O(τ3+h6
x+h6

y),
 

respectively.
 

The
 

accuracy
 

and
 

stability
 

of
 

the
 

two
 

schemes
 

are
 

verified
 

by
 

some
 

numerical
 

experiments.
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非稳态对流扩散方程是一类基本的发展方程,
 

在生态环境、
 

流体力学、
 

生物数学等领域都有广泛应用.
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由于解析解通常很难求出,
 

因此,
 

研究各种有效实用的数值方法对此类方程进行求解就显得极为重要.
有关非稳态对流扩散方程的有限差分法的文献报道已有很多,

 

如文献[1]利用半离散法和Padé逼近,
 

推导了一维方程的截断误差为O(τ5+h4)的隐格式,
 

且是无条件稳定的;
 

文献[2]利用Taylor级数展开和

待定系数法构造了一致四阶紧致格式并结合三阶TVD-Runge-Kutta方法求解了一维方程;
 

文献[3]针对二

维方程,
 

对空间导数项和时间导数项分别采用四阶离散和加权平均的方法,
 

推导出一种截断误差为O(τ2+
h4)的格 式;

 

文 献 [4]采 用 半 离 散 的 方 法,
 

从 一 维 定 常 问 题 出 发,
 

利 用 四 阶 紧 致 差 分 算 子 和

Crank-Nicolson(C-N)格式,
 

推导了一种求解二维常系数非稳态对流扩散方程的差分格式,
 

截断误差为

O(τ2+h4),
 

且是无条件稳定的;
 

文献[5]针对此类方程,
 

构造了有理型紧致交替方向隐式(ADI)格式,
 

截

断误差为O(τ2+h4),
 

且是无条件稳定的;
 

文献[6]还提出了该方程无条件稳定的指数型紧致ADI差分格

式,
 

其截断误差依然为O(τ2+h4);
 

文献[7]利用指数变换消除对流项后转化为扩散方程,
 

再利用紧致公式

和扩展的Simpson公式构造了一维方程的高阶格式,
 

截断误差为O(τ4+h4),
 

且是无条件稳定的;
 

文献[8]

针对二维非稳态常系数方程,
 

空间方向直接采用六阶组合紧致差分公式进行计算,
 

时间方向用C-N格式离

散,
 

所提格式的截断误差为O(τ2+h6),
 

尽管该格式空间达到了六阶精度,
 

但是由于其时间只有二阶精度,
 

因此为了保证空间精度达到六阶,
 

其计算所需要采取的时间步长必须为O(h3),
 

即必须采用较小的时间步

长,
 

并且该方法仅适用于常系数问题.
本文针对二维非稳态变系数对流扩散方程,

 

首先对空间二阶导数采用一阶导数的四阶逼近公式,
 

而一

阶导数采用四阶Padé逼近,
 

时间项采用二阶向后差分公式(BDF),
 

得到一个时间二阶、
 

空间四阶精度的紧

致差分格式;
 

然后利用Taylor级数展开,
 

对一阶和二阶空间导数项采用六阶紧致差分公式,
 

时间项采用三

阶BDF得到一个时间三阶、
 

空间六阶精度的紧致差分格式.
 

由于采用了向后差分,
 

因此两种格式均是无条

件稳定的.

1 差分格式的建立

考虑如下二维非稳态对流扩散方程:

ut-α(uxx +uyy)+p(x,
 

y,
 

t)ux +q(x,
 

y,
 

t)uy =f(x,
 

y,
 

t)   (x,
 

y)∈Ω,
 

t≥0 (1)

初始条件:

u(x,
 

y,
 

0)=g(x,
 

y)   (x,
 

y)∈Ω (2)

边界条件:

u(x,
 

y,
 

t)=s(x,
 

y,
 

t)   (x,
 

y)∈􀆟Ω,
 

t>0 (3)

其中:
 

Ω∈[a1,
 

a2]×[b1,
 

b2]为R2上的矩形区域,
 

􀆟Ω为Ω的边界,
 

u(x,
 

y,
 

t)为待求未知量,
 

p(x,
 

y,
 

t),
 

q(x,
 

y,
 

t)分别为x,y方向的对流项系数,
 

α 为扩散项系数(常数),
 

f(x,
 

y,
 

t)为源项,
 

且p(x,
 

y,
 

t),
 

q(x,
 

y,
 

t),f(x,
 

y,
 

t),g(x,
 

y),s(x,
 

y,
 

t)均为已知函数.
为了不失一般性,

 

将计算区域Ω进行均匀网格剖分,
 

x方向剖分为a1=x0,x1,x2,…,xNx =a2,
 

y
方向剖分为b1=y0,y1,y2,…,yNy =b2,

 

定义空间步长为hx =xi-xi-1,
 

1≤i≤Nx,
 

hy =yj-yj-1,
 

1≤j≤Ny,
 

以τ 表示时间步长,
 

tn =nτ,
 

0≤n≤M.
 

un
i,j 表示u(x,

 

y,
 

t)在点(xi,
 

yj,
 

tn)处的离散

值.
 

x 方向和y 方向的一、
 

二阶导数的中心差分算子分别定义如下

δxun
i,j =

un
i+1,j -un

i-1,j

2hx
   δ2xun

i,j =
un

i+1,j -2un
i,j +un

i-1,j

h2
x

(4)

δyun
i,j =

un
i,j+1-un

i,j-1

2hy
   δ2yun

i,j =
un

i,j+1-2un
i,j +un

i,j-1

h2
y

(5)

1.1 四阶精度紧致格式

将方程(1)改写为
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ut=f(x,
 

y,
 

t)+α(uxx +uyy)-p(x,
 

y,
 

t)ux -q(x,
 

y,
 

t)uy (6)

对二阶导数uxx 和uyy 采用如下逼近:

uxx =2δ2xu-δxux +O(h4
x) (7)

uyy =2δ2yu-δyuy +O(h4
y) (8)

将(7),(8)式代入(6)式,
 

考虑其在点(xi,
 

yj)的值,
 

得到

(ut)i,j =fi,j +2αδ2xui,j +2αδ2yui,j -(αδx +pi,j)(ux)i,j -(αδy +qi,j)(uy)i,j +O(h4
x +h4

y) (9)

为了使(9)式空间保持四阶精度,
 

对ux 和uy 的计算采用如下四阶Padé公式[9]

1
6
(ux)i-1,j +

2
3
(ux)i,j +

1
6
(ux)i+1,j =

ui+1,j -ui-1,j

2hx
+O(h4

x) (10)

1
6
(uy)i,j-1+

2
3
(uy)i,j +

1
6
(uy)i,j+1=

ui,j+1-ui,j-1

2hy
+O(h4

y) (11)

考虑(9)式在第n+1时间层的离散值,
 

对ut 采用如下二阶BDF[10-11]进行离散

(ut)n+1
i,j =

3
2τu

n+1
i,j -

2
τun

i,j +
1
2τu

n-1
i,j +O(τ2) (12)

舍去高阶项,
 

可得

-
4α
h2

x
+
4α
h2

y
+
3
2τ  un+1

i,j +
2α
h2

x

(un+1
i+1,j +un+1

i-1,j)+
2α
h2

y

(un+1
i,j+1+un+1

i,j-1)=

pn+1
i,j (ux)n+1

i,j +
α
2hx

[(ux)n+1
i+1,j -(ux)n+1

i-1,j]+qn+1
i,j (uy)n+1

i,j +
α
2hy

[(uy)n+1
i,j+1-(uy)n+1

i,j-1]-

2
τun

i,j +
1
2τu

n-1
i,j -fn+1

i,j (13)

式(13)即为求解方程(1)的四阶紧致格式,
 

截断误差为O(τ2+h4
x +h4

y),
 

本文称之为(2,
 

4)格式.
 

该格式

涉及3个时间层,
 

除了初始时刻的值已知外,
 

还需求得第一时间步的值,
 

才可以向下计算.
 

因此,
 

考虑(9)

式在第n+
1
2

时间层的值,
 

时间导数项采用C-N格式离散,
 

空间项采用加权平均方法离散,
 

即可得到

1
τ
(un+1

i,j -un
i,j)=

1
2
(Gn+1

i,j +Gn
i,j)+O(τ2+h4

x +h4
y) (14)

其中G 为(9)式的右端项.
在文献[12]中已经证明当K ≤6(K 代表精度)时,

 

BDF是无条件稳定的.
 

另外,
 

由式(13)可以看出,
 

在每个时间步上,
 

该格式为5点模板的全隐格式.
 

为了得到u(x,
 

y,
 

t)的计算值,
 

(14)式中出现的ux 和uy

除需知道其内点值,
 

还需知道其在边界点处的值,
 

为保持与内点差分格式同样的精度,
 

对边界上的ux,uy

采用一致四阶边界条件[2]计算.

1.2 六阶精度紧致格式

为了得到方程(1)的六阶精度的格式,
 

需由Taylor级数展开得到一、
 

二阶导数的六阶近似公式

ux =δxu-
h2

x

6uxxx -
h4

x

120u
(5)
x +O(h6

x) (15)

uy =δyu-
h2

y

6uyyy -
h4

y

120u
(5)
y +O(h6

y) (16)

uxx =2δ2xu-δxux +
h4

x

360u
(6)
x +O(h6

x) (17)

uyy =2δ2yu-δyuy +
h4

y

360u
(6)
y +O(h6

y) (18)
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将(15)-(18)式代入(6)式,
 

有

-2α(δ2xu+δ2yu)+α(δxux +δyuy)+pδxu+qδyu-

h2
xp
6uxxx -

h2
yq
6uyyy -

h4
xp
120u

(5)
x -

h4
yp
120u

(5)
y -

αh4
x

360u
(6)
x -

αh4
y

360u
(6)
y =f-ut (19)

为使(19)式具有六阶精度,
 

需对其中的三阶导数项uxxx 和uyyy 进行四阶离散,
 

对五阶导数项u(5)
x 和u(5)

y 、
 

六

阶导数项u(6)
x 和u(6)

y 进行二阶离散,
 

为此采用如下离散公式

uxxx =2δ2xux -δxuxx +O(h4
x) (20)

uyyy =2δ2yuy -δyuyy +O(h4
y) (21)

u(5)
x =

180
h4

x

(ux -δxu+
h2

x

6δ
2
xux)+O(h2

x) (22)

u(5)
y =

180
h4

y

(uy -δyu+
h2

y

6δ
2
yuy)+O(h2

y) (23)

u(6)
x =

240
h4

x

(uxx -δ2xu+
h2

x

12δ
2
xuxx)+O(h2

x) (24)

u(6)
y =

240
h4

y

(uyy -δ2yu+
h2

y

12δ
2
yuyy)+O(h2

y) (25)

将(20)-(25)式代入(19)式,
 

考虑其在点(xi,
 

yj)的值,
 

即可得到如下半离散的紧致格式

5pi,j

2 δxui,j -
4α
3δ

2
xui,j -

3pi,j

2
(ux)i,j +αδx(ux)i,j -

7h2
xpi,j

12 δ2x(ux)i,j -
2α
3
(uxx)i,j +

h2
xpi,j

6 δx(uxx)i,j -
αh2

x

18δ
2
x(uxx)i,j +

5qi,j

2δyui,j -
4α
3δ

2
yui,j -

3qi,j

2
(uy)i,j +αδy(uy)i,j -

7h2
yqi,j

12 δ2y(uy)i,j -
2α
3
(uyy)i,j +

h2
yqi,j

6 δy(uyy)i,j -
αh2

y

18δ
2
y(uyy)i,j =

fi,j -(ut)i,j +O(h6
x +h6

y) (26)

为了使(26)式具有六阶精度,
 

对ux 和uy 采用文献[9]中的六阶差分公式计算,
 

uxx 和uyy 采用文献[13]中

的六阶差分公式计算

1
3
(ux)i-1,j +(ux)i,j +

1
3
(ux)i+1,j =

1
9
·ui+2,j -ui-2,j

4hx
+
14
9
·ui+1,j -ui-1,j

2hx
+O(h6

x) (27)

1
3
(uy)i,j-1+(uy)i,j +

1
3
(uy)i,j+1=

1
9
·ui,j+2-ui,j-2

4hy
+
14
9
·ui,j+1-ui,j-1

2hy
+O(h6

y) (28)

-
1
8
(uxx)i-1,j +(uxx)i,j -

1
8
(uxx)i+1,j =

3(ui+1,j -2ui,j +ui-1,j)
h2

x
-
9[(ux)i+1,j -(ux)i-1,j]

8hx
+O(h6

x) (29)

-
1
8
(uyy)i,j-1+(uyy)i,j -

1
8
(uyy)i,j+1=

3(ui,j+1-2ui,j +ui,j-1)
h2

y
-
9[(uy)i,j+1-(uy)i,j-1]

8hy
+O(h6

y) (30)

考虑(26)式在第n+1时间层的值,
 

对ut 采用三阶BDF[10]进行离散

(ut)n+1
i,j =

11
6τu

n+1
i,j -

3
τun

i,j +
3
2τu

n-1
i,j -

1
3τu

n-2
i,j +O(τ3) (31)

略去高阶项,
 

可得
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8α
3h2

x
+
8α
3h2

y
+
11
6τ  un+1

i,j +
5pn+1

i,j

4hx
-
4α
3h2

x  un+1
i+1,j -

5pn+1
i,j

4hx
+
4α
3h2

x  un+1
i-1,j +

5qn+1
i,j

4hy
-
4α
3h2

y  un+1
i,j+1-

5qn+1
i,j

4hy
+
4α
3h2

y  un+1
i,j-1=

7pn+1
i,j

12 -
α
2hx  (ux)n+1

i+1,j +
pn+1

i,j

3
(ux)n+1

i,j +
7pn+1

i,j

12 +
α
2hx  (ux)n+1

i-1,j +
7qn+1

i,j

12 -
α
2hy  (uy)n+1

i,j+1+

qn+1
i,j

3
(uy)n+1

i,j +
7qn+1

i,j

12 +
α
2hy  (uy)n+1

i,j-1+
α
18-

hxpn+1
i,j

12  (uxx)n+1
i+1,j +

5α
9
(uxx)n+1

i,j +

α
18+

hxpn+1
i,j

12  (uxx)n+1
i-1,j + α

18-
hyqn+1

i,j

12  (uyy)n+1
i,j+1+

5α
9
(uyy)n+1

i,j + α
18+

hyqn+1
i,j

12  (uyy)n+1
i,j-1+

3
τun

i,j -
3
2τu

n-1
i,j +

1
3τu

n-2
i,j +fn+1

i,j (32)

(32)式即为求解方程(1)的六阶紧致格式,
 

截断误差为O(τ3+h6x +h6y),
 

本文称之为(3,
 

6)格式.
 

由

(32)式可以看出,
 

在每一个时间步上,
 

该格式仍为5点模板的全隐格式.
 

该格式涉及4个时间层,
 

除了

初始时刻的值已知外,
 

还需求得第一、
 

第二时间层的值,
 

方可向下计算.
 

为此,
 

第一、
 

第二时间层中ut 分别

用(14),(12)式离散,
 

并分别令n=0和n=1,
 

可得上述2个时间步的计算值.
 

由文献[12]可知,
 

(32)式也

是无条件稳定的.
 

尽管前两个时间步精度不够三阶,
 

但只用其完成前两个时间步的计算,
 

当时间推进到第3
个时间步以后,

 

全部采用三阶BDF计算,
 

因此并不影响格式的整体精度,
 

这一点在文献[10-11]中已经得到

了验证,
 

本文也会在后面的算例中进行验证.
 

为了得到u(x,
 

y,
 

t)的计算值,
 

(32)式中出现的ux 和uy 以

及uxx 和uyy 除需知道其内点值,
 

还需知道其在边界点处的值,
 

为保持与内点差分格式同样的精度,
 

边界上

的ux,uy,uxx 和uyy 采用六阶精度的边界格式[9]计算.

2 数值实验

本文将利用以下4个问题进行数值实验,
 

验证(2,
 

4)格式和(3,
 

6)格式的稳定性和有效性,
 

文中涉及

到的误差及收敛阶定义如下:

1)
 

最大绝对误差:

L∞ = max
0≤i,

 

j≤N
uM

i,j -UM
i,j

  2)
 

L2 范数误差:

L2= h2∑
N

i,j=0
uM

i,j -UM
i,j

2

  3)
 

收敛阶:

Rate=
log

E1

E2  
log

h1

h2  
其中UM

i,j 表示点(xi,
 

yj,
 

tM)处的精确解,
 

uM
i,j 表示点(xi,

 

yj,
 

tM)处的数值解,
 

E1和E2分别表示空间

步长为h1 和h2 时相对应的最大绝对误差或L2 误差,
 

计算时x 方向和y方向取相同空间步长h.
 

所有数

值算例的程序均使用Fortran77计算机语言编写,
 

在具有8GB内存、
 

Intel
 

Core
 

i5-8250u处理器的电脑上

调试运行.
问题1 考虑如下非齐次对流扩散问题

􀆟u
􀆟t+10

􀆟u
􀆟x+10

􀆟u
􀆟y-

􀆟2u
􀆟x2 +

􀆟2u
􀆟y2  =f(x,

 

y,
 

t)   0≤x,
 

y≤1,
 

t≥0
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其精确解为u(x,
 

t)=e-txy(1-x)(1-y),
 

初边值条件及右端项f(x,
 

y,
 

t)均由精确解给出.
表1给出了问题1当τ=h2,

 

t=0.5时的计算结果.
 

从表中可以看出,
 

本文(2,
 

4)格式和文献[6]格式

在空间上均达到了四阶精度,
 

但本文(2,
 

4)格式的计算结果比BTCS格式和文献[6]格式更好;
 

本文(3,
 

6)

格式在空间上达到了六阶精度(网格为64时的数值已经达到机器精度,
 

所以收敛阶受到影响不准确),
 

且最

大绝对误差比(2,
 

4)格式的小2~3个数量级,
 

计算结果更精确.
 

当h=0.01,
 

t=0.5时,
 

不同时间步长τ
下的L∞ 误差、

 

收敛阶及CPU时间由表2给出.
 

从表中可以看出,
 

本文(2,
 

4)格式时间上达到的精度为二

阶,
 

本文(3,
 

6)格式时间上达到的精度为三阶,
 

这与理论分析一致;
 

另外当τ 较大时计算收敛慢,
 

所用的

CPU时间相对较长,
 

计算过程中(3,
 

6)格式需要计算在节点处的一、
 

二阶导数值,
 

因此所用的计算时间比

(2,
 

4)格式长.
表1 问题1当τ=h2,

 

t=0.5时的最大绝对误差L∞ 及收敛阶

格式 8 16 Rate 32 Rate 64 Rate

BTCS格式 1.02(-5) 2.46(-6) 2.05 6.12(-7) 2.00 1.61(-7) 1.92

文献[6]格式 3.42(-5) 2.13(-6) 4.00 1.34(-7) 3.99 8.41(-9) 3.99

(2,
 

4)格式 1.00(-7) 6.34(-9) 3.98 3.95(-10) 4.00 1.88(-11) 4.39

(3,
 

6)格式 1.19(-9) 1.86(-11) 6.00 2.95(-13) 5.99 1.06(-14) 4.80

表2 问题1当h=0.01,
 

t=0.5时的最大绝对误差L∞ ,
 

收敛阶及CPU时间

τ
(2,

 

4)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间/s

(3,
 

6)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间/s

0.1 4.468(-6) 117.915 7.834(-7) 291.554

0.05 1.034(-6) 2.11 140.962 4.703(-8) 4.05 457.931

0.025 2.193(-7) 2.34 205.844 5.064(-9) 3.12 661.285

0.012
 

5 2.739(-8) 3.00 265.160 6.699(-10) 2.92 851.442

  问题2 考虑如下变系数对流扩散问题

􀆟u
􀆟t+100tx

􀆟u
􀆟x-100ty

􀆟u
􀆟y-

􀆟2u
􀆟x2 +

􀆟2u
􀆟y2  =f(x,

 

y,
 

t)   0≤x,
 

y≤1,
 

t≥0

其精确解为u(x,
 

t)=txy(1-x)(1-y)ex+y,
 

初边值条件及右端项f(x,
 

y,
 

t)均由精确解给出.
表3给出了问题2当τ=h2,

 

t=0.25时本文格式与C-N格式和BTCS格式的L∞ 误差及收敛阶的比较.
 

从表中可以看出,
 

C-N格式和BTCS格式在空间上达到的精度均为二阶,
 

本文(2,
 

4)格式在空间上达到的

精度为四阶,
 

而本文(3,
 

6)格式空间上达到的精度为六阶,
 

且(3,
 

6)格式的计算结果误差更小,
 

充分验证

了本文两种格式的精确性和有效性.
 

另外,
 

上述两个例子的计算结果进一步说明低精度的启动步并不影响

格式的整体精度.
表3 问题2当τ=h2,

 

t=0.25时的L∞ 误差及收敛阶

N
C-N格式

L∞ 误差 Rate
BTCS格式

L∞ 误差 Rate

(2,
 

4)格式

L∞ 误差 Rate

(3,
 

6)格式

L∞ 误差 Rate

10 5.10(-3) 5.24(-4) 1.36(-6) 8.88(-8)

20 1.38(-4) 1.89 1.39(-4) 1.91 3.01(-8) 5.49 7.37(-10) 6.91

40 3.53(-5) 1.97 3.54(-5) 1.97 1.34(-9) 4.48 5.69(-12) 7.01

80 8.89(-6) 1.99 8.89(-6) 1.99 9.06(-11) 3.88 4.36(-14) 7.02
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  问题3 考虑如下高斯脉冲问题

􀆟u
􀆟t+p

􀆟u
􀆟x+q

􀆟u
􀆟y=0.01

􀆟2u
􀆟x2 +

􀆟2u
􀆟y2     0≤x,

 

y≤2,
 

t≥0

其精确解为u(x,
 

y,
 

t)=
1

4t+1
e

-
(x-pt-0.5)2+(y-qt-0.5)2

α(4t+1) ,
 

初边值条件由精确解给出.

表4给出了问题3当h=0.02时对不同的t,p,q,τ,
 

高阶紧致差分格式(HOC-ADI)[4]
 

、
 

有理型高

精度紧致差分格式(RHOC-ADI)[5]及本文(2,
 

4)格式和(3,
 

6)格式的L∞ 误差和L2 误差的比较.
 

从

表中可以看出,
 

对于给定的t,p,q,τ,
 

本文(2,
 

4)格式的计算误差比文献[4]格式小,
 

但比文献[5]

格式的计算误差略大,
 

(3,
 

6)格式的计算结果明显比文献[4]和文献[5]格式的计算结果更精确.
 

定

义配克立数(Peclet
 

number)为Pe= ph
α =qh

α
,

 

图1和图2给出了问题3当配克立数Pe分别为2和

2
 

000时,
 

在计算区域1.2≤x,
 

y≤1.8内,
 

不同格式计算解和解析解的等值线,
 

其中虚线所示为解

析解,
 

实线所示为计算解.
 

从图1可以看出,
 

当Pe=2时,
 

本文(2,
 

4)格式、
 

(3,
 

6)格式、
 

文献[4]

格式以及文献[5]格式的计算解均能与解析解吻合得很好,
 

能准确捕获移动脉冲,
 

产生以(1.5,
 

1.5)

为中心的脉冲;
 

随着Pe增大到2
 

000,
 

从图2可以看出(2,
 

4)格式的计算解与解析解之间的吻合度产

生了微弱的偏差,
 

文献[4]格式的计算解与解析解之间产生了相当大的偏差,
 

而本文(3,
 

6)格式和文

献[5]格式的计算解仍能与解析解高度吻合,
 

说明本文(3,
 

6)格式与文献[5]格式一样能有效地模拟

此类波的传播问题.
表4 问题3当h=0.02时在不同参数下的L∞ 误差和L2 误差

t p =q τ 格式 L∞ 误差 L2 误差

1 1 2.5×10-3 HOC-ADI 2.066(-4) 1.904(-5)

RHOC-ADI 6.059(-4) 5.365(-5)

(2,
 

4)格式 4.457(-4) 1.183(-4)

(3,
 

6)格式 1.522(-5) 3.665(-6)

0.1 10 2.5×10-4 HOC-ADI 5.998(-2) 3.048(-3)

RHOC-ADI 3.128(-3) 1.748(-4)

(2,
 

4)格式 1.139(-2) 1.566(-3)

(3,
 

6)格式 6.800(-4) 8.664(-5)

0.01 100 2.5×10-5 HOC-ADI 1.691(-1) 9.809(-3)

RHOC-ADI 7.462(-3) 3.751(-4)

(2,
 

4)格式 2.546(-2) 2.899(-3)

(3,
 

6)格式 1.651(-3) 1.821(-4)

0.001 1
 

000 2.5×10-6 HOC-ADI 1.884(-1) 1.094(-2)

RHOC-ADI 8.394(-3) 4.113(-4)

(2,
 

4)格式 2.800(-2) 3.119(-3)

(3,
 

6)格式 1.834(-3) 1.989(-4)

  问题4 考虑如下非线性方程

􀆟u
􀆟t+u􀆟u

􀆟x+
􀆟u
􀆟y  =α

􀆟2u
􀆟x2 +

􀆟2u
􀆟y2     0≤x,

 

y≤1,
 

t≥0
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其精确解为u(x,
 

y,
 

t)=
1

1+e
x+y-t
2α

,
 

初边值条件由其给出.

表5给出了问题4当t=1,
 

τ=h2 时,
 

本文(2,
 

4)格式和(3,
 

6)格式在α 分别取1和0.1时的最

大绝对误差与收敛阶.
 

从表中可以看出,
 

本文(2,
 

4)格式在空间上达到的精度是四阶,
 

(3,
 

6)格式达到

的精度是六阶(网格为64,
 

α=1时最大绝对误差的值已经达到机器精度),
 

这与理论推导是一致的,
 

从

表中还可以看出,
 

α=1时所用的CPU时间比α=0.1时的长,
 

(3,
 

6)格式的CPU时间比(2,
 

4)格式的

长.
 

表6给出了当N=7,
 

τ=0.01,
 

α=1时,
 

t=15和t=20的计算解与精确解的绝对误差.
 

表中数

据表明,
 

本文(2,
 

4)格式的计算误差比文献[14]格式小5~6个数量级,
 

与文献[15]格式的计算结果大

致相当;
 

本文(3,
 

6)格式的计算结果比文献[14]格式小7~9个数量级,
 

比文献[15]格式小2~3个数

量级.
 

因此,
 

对于此类非齐次边界的Burgers方程,
 

本文两种高精度紧致差分格式非常有效.
 

图3给出了

N =20,
 

t=1,
 

τ=0.01,
 

α=0.1时本文两种格式的绝对误差和文献[15]格式的绝对误差比较,
 

从图

中可以看出,
 

本文(2,
 

4)格式的绝对误差与文献[15]格式的绝对误差大致相当,
 

但本文(3,
 

6)格式的计

算结果更加精确,
 

绝对误差更小.

图1 t=1,
 

τ=2.5×10-3,
 

Pe=2,
 

1.2≤x,
 

y≤1.8时的等值线图
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图2 t=0.001,
 

τ=2.5×10-6,
 

Pe=2000,
 

1.2≤x,
 

y≤1.8时的等值线图

表5 问题
 

4
 

当τ=h2,
 

t=1时的最大绝对误差L∞ ,
 

收敛阶和CPU时间

N
α =1的(2,

 

4)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间

α =1的(3,
 

6)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间

α =0.1的(2,
 

4)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间

α =0.1的(3,
 

6)格式

L∞ 误差 Rate CPU时间

8 9.30(-8) 0.31 1.48(-10) 0.36 8.24(-4) 0.11 6.94(-4) 0.17

16 5.82(-9) 4.00 5.05 1.33(-12) 6.81 7.28 2.53(-5) 5.03 1.46 1.02(-5) 6.08 2.09

32 3.66(-10) 3.99 77.24 1.88(-14) 6.14 227.1 1.40(-6) 4.17 22.03 9.87(-8) 6.70 30.29

64 2.28(-11) 4.00 1162 1.03(-14) - 5128 8.56(-8) 4.04 326.1 8.33(-10) 6.89 457.6

表6 问题4当N =7,
 

τ=0.01,
 

α =1时的绝对误差

x y
t=15

(2,
 

4)格式 (3,
 

6)格式 文献[14] 文献[15]
t=20

(2,
 

4)格式 (3,
 

6)格式 文献[14] 文献[15]
1
7

1
7 5.33(-11) 1.27(-13) 1.70(-5) 2.51(-11) 4.35(-12) 3.66(-15) 1.40(-6) 2.08(-12)

3
7 1.09(-10) 9.71(-14) 3.24(-5) 5.02(-11) 8.89(-12) 1.32(-14) 2.67(-6) 4.16(-12)

5
7 1.07(-10) 1.78(-13) 3.04(-5) 5.04(-11) 8.79(-12) 1.29(-14) 2.50(-6) 4.18(-12)
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 续表6

x y
t=15

(2,
 

4)格式 (3,
 

6)格式 文献[14] 文献[15]
t=20

(2,
 

4)格式 (3,
 

6)格式 文献[14] 文献[15]

1
7

3
7 1.09(-10) 9.74(-14) 3.24(-5) 5.02(-11) 8.89(-12) 1.45(-14) 2.67(-6) 4.16(-12)

3
7 2.34(-10) 7.58(-13) 6.49(-5) 1.08(-10) 1.92(-11) 7.61(-14) 5.40(-6) 8.93(-12)

5
7 2.26(-10) 9.51(-13) 5.93(-5) 1.06(-10) 1.86(-11) 8.55(-14) 4.88(-6) 8.80(-12)

1
7

5
7 1.07(-10) 1.79(-13) 3.04(-5) 5.04(-11) 8.79(-12) 1.67(-14) 2.50(-6) 4.18(-12)

3
7 2.26(-10) 9.51(-13) 5.93(-5) 1.06(-10) 1.86(-11) 8.87(-14) 4.88(-6) 8.79(-12)

5
7 2.20(-10) 1.14(-12) 5.51(-5) 1.05(-10) 1.81(-11) 1.01(-13) 4.54(-6) 8.72(-12)

图3 N =20,
 

t=1,
 

τ=0.01,
 

α =0.1时的精确解与绝对误差

3 结论

本文针对二维非稳态变系数对流扩散方程,
 

对时间的离散分别采用二阶BDF和三阶BDF,
 

对空间的

离散分别采用四阶紧致差分公式和六阶紧致差分公式,
 

得到了两种无条件稳定的紧致差分格式,
 

格式的

截断误差分别为O(τ2+h4x +h4y)和O(τ3+h6x +h6y).
 

最后通过4个数值算例验证了本文格式的精确性
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和稳定性.
 

计算结果显示,
 

本文四阶格式与文献中四阶格式具有相同精度,
 

而本文六阶格式较文献中格

式具有更高精度.
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