
第44卷第2期         西
 

南
 

大
 

学
 

学
 

报
 

(自然科学版)           2022年2月

Vol.44 No.2 Journal
 

of
 

Southwest
 

University
 

(Natural
 

Science
 

Edition) Feb. 2022

DOI:
 

10.13718/j.cnki.xdzk.2022.02.010

2K1∪In 的匹配等价图类

高尚, 马海成

青海民族大学
 

数学与统计学院,
 

西宁
 

810007

摘要:匹配多项式是一种组合计数多项式,
 

与图的特征多项式、
 

色多项式等有许多联系.
 

对于无圈图,
 

它等于特征

多项式;
 

对于一般图,
 

它是该图路树的特征多项式的一个因式.
 

每个图都有一个匹配多项式,
 

但一个匹配多项式所

确定的图不一定是唯一的,
 

即不同构的图可能共享一个匹配多项式.
 

如果一个图的匹配多项式唯一确定这个图,
 

则

称这个图是匹配唯一的.
 

如果两个不同构的图拥有相同的匹配多项式,
 

则称这两个图是匹配等价的.
 

自提出匹配等

价的概念以来,
 

虽然已经有了许多研究,
 

但对于给定的图G,
 

想要完全刻画出它的匹配等价图类仍是十分困难的.
 

本文在前人的研究基础之上,
 

通过组合计数和数学归纳法计算了2K1 ∪In 的匹配等价图的个数,
 

并且利用组合分

析的方法刻画了2K1 ∪In 以及它的补图的匹配等价图类.

关 键 词:匹配多项式;
 

匹配等价;
 

匹配唯一
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Abstract:
 

The
 

matching
 

polynomial
 

is
 

a
 

kind
 

of
 

combinatorial
 

counting
 

polynomial,
 

which
 

has
 

many
 

rela-
tions

 

with
 

the
 

characteristic
 

polynomial
 

and
 

the
 

chromatic
 

polynomial
 

of
 

the
 

graph.
 

For
 

a
 

acyclic
 

graph,
 

it
 

is
 

equal
 

to
 

the
 

characteristic
 

polynomial;
 

for
 

a
 

general
 

graph,
 

it
 

is
 

a
 

factor
 

of
 

the
 

characteristic
 

polynomial
 

of
 

the
 

path
 

tree
 

of
 

the
 

graph.
 

Every
 

graph
 

has
 

a
 

matching
 

polynomial,
 

but
 

the
 

graph
 

determined
 

by
 

a
 

matching
 

polynomial
 

is
 

not
 

necessarily
 

unique,
 

that
 

is,
 

different
 

graphs
 

may
 

share
 

the
 

same
 

matching
 

polynomial.
 

If
 

the
 

matching
 

polynomial
 

of
 

a
 

graph
 

uniquely
 

determines
 

the
 

graph,
 

then
 

the
 

graph
 

is
 

said
 

to
 

be
 

matching
 

unique.
 

If
 

two
 

graphs
 

have
 

the
 

same
 

matching
 

polynomial,
 

then
 

the
 

two
 

graphs
 

are
 

said
 

to
 

be
 

matching
 

equivalent.
 

Since
 

the
 

concept
 

of
 

matching
 

equivalence
 

as
 

proposed,
 

it
 

is
 

very
 

difficult
 

to
 

charac-
terize

 

the
 

class
 

of
 

matching
 

equivalent
 

graphs
 

for
 

a
 

given
 

graph
 

G.
 

On
 

the
 

basis
 

of
 

previous
 

studies,
 

the
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本文仅考虑有限无向的简单图.
 

设G是一个n阶图,
 

G的一个匹配是指G的一个生成子图,
 

它的每一个

分支是孤立边或者孤立点,
 

k-匹配是指其中有k条边的匹配.
 

文献[1]定义了图G 的匹配多项式为

μ(G,
 

x)=∑
k≥0

(-1)kp(G,
 

k)xn-2k

这里,
 

p(G,
 

k)是G 的所有k-匹配的数目,
 

并且约定p(G,
 

0)=1.
 

在文中为了方便,
 

将μ(G,
 

x)简记为

μ(G).
 

若图G 和H 有μ(G,
 

x)=μ(H,
 

x),
 

则称图G 和H 是匹配等价的,
 

记为G ~H.
 

设G 是一个图,
 

以[G]表示图G 的匹配等价图的集合,
 

以σ(G)表示集合[G]的元的个数,
 

即|[G]|.
 

若σ(G)=1,
 

称图

G 是匹配唯一的.
以K1 表示一个孤立点.

 

以Pn(n≥2)和Cn(n≥3)分别表示有n个点的路和圈.
 

以Q(m,
 

n)表示

圈Cm+1 的一个点与Pn+1 的一个端点粘接后得到的图.
 

以Ti,j,k 表示只有1个3度点、
 

3个1度点,
 

且这

个3度点到3个1度点的距离分别为i,j,k的树.
 

以In(n≥6)表示路Pn-4 的两个端点分别粘接一个P3

的2度点后得到的图.
 

以K1,4 表示有5个点的星图.
 

以G 表示图G 的补图.
 

文中没有定义的概念和术语

参见文献[2].
匹配多项式是图的一种组合计数多项式,

 

它带有图的许多信息,
 

在物理和化学上有着极其重要的应

用[3-8].
 

文献[9-10]提供了一些与匹配多项式相关的研究结果.
 

文献[11-12]虽然给出了匹配最大根小于等

于2的图,
 

以及这些图的补图匹配等价的一种规律,
 

然而对于给定的图G,
 

完全刻画集合[G]是很困难的.
 

文献[13]确定了集合[Pm],[K1 ∪Cm],[Pm]和[K1 ∪Cm],
 

文献[14]确定了集合[K1 ∪Pm]和

[K1 ∪Pm],
 

文献[15]确定了集合[2K1 ∪Pm]和[2K1 ∪Pm],
 

文献[16]确定了集合[K1 ∪Im]和

[K1 ∪Im].
 

在本文中,
 

我们计算2K1∪In 的匹配等价图的个数,
 

并确定集合[2K1∪Im],
 

进而确定集合

[2K1 ∪Im].
文献[14]的定理1给出了K1∪Pm 的匹配等价图类.

 

为了方便,
 

我们将与K1∪Pm 的匹配等价的图

的集合记为Φ1,
 

则|Φ1|=σ(K1 ∪Pm).
文献[15]的定理1和定理2给出了2K1∪Pm 的匹配等价图类.

 

通过观察我们发现,
 

除了m+1=

3×2n-1(n≥3)的情形外,
 

2K1 ∪Pm 的每一个匹配等价图包含且仅包含一个路分支.
 

而当m +1=

3×2n-1(n≥3)时,
 

2K1∪Pm 的匹配等价图中含有Q(2,
 

1)分支的等价图是:
 

Q(2,
 

1)∪H,
 

H ∈Δ4,
 

其中的每一个 H 有且恰有两个不同的路分支.
 

用Φ2 表示2K1∪Pm 的每一个匹配等价图中删去一条路

分支后得到的图的集合.
 

于是

|Φ2|=
σ(2K1 ∪Pm)+2n-3 m+1=3×2n-1,

 

n≥3

σ(2K1 ∪Pm) 否则 
  为了方便,

 

本文用σ(G,
 

H)表示图G 的所有匹配等价图中含有分支H 的等价图的个数.

  引理1 􀃠 若m+1=3×2n-1 对某个正整数n 成立,
 

则

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=

1 n=1

2 n=2

n+1

3  +2 n≥3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁
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σ(3K1 ∪Pm,
 

P2 ∪P3)=

0 n≤2
n-1

2  +1 n≥3

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  􀃡 若m+1的最大奇因数不是3,
 

则σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0.
证  􀃠 H ~3K1 ∪Pm,

 

H1 是 H 的连通分支,
 

使得

M1(H1)=M1(Pm)   H =H1 ∪H2

对n用数学归纳法.
 

当n=1时,
 

结论明显.
 

当n=2时,
 

由文献[16]的引理2,3和4得,
 

H1=P5,C3,T1,1,1,
 

相应地,
 

H2 ~3K1,3K1 ∪P2,2K1 ∪P2,
 

则

σ(3K1 ∪P5,
 

P2)=0+1+1=2

σ(3K1 ∪P5,
 

P2 ∪P3)=0+0+0=0

  当n=3时,
 

由文献[16]的引理2,3和4得,
 

H1=P11,C6,T1,1,4,Q(2,
 

1),T1,2,
 

2,
 

相应地,
 

H2~3K1,

3K1 ∪P5,2K1 ∪P5,2K1 ∪P3 ∪P5,2K1 ∪P3 ∪C3,
 

由文献[16]的引理10得

σ(3K1 ∪P11,
 

P2)=0+2+2+2+0=6

σ(3K1 ∪P11,
 

P2 ∪P3)=0+0+0+2+0=2

  当n≥4时,
 

由文献[16]的引理2,3和4得,
 

H1=Pm,Cm2+1
,T1,1,m2-1

(m2+1=3×2n-2),
 

相应地,
 

H2 ~3K1,3K1 ∪Pm2
,2K1 ∪Pm2

,
 

由文献[16]的引理10得

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0+
n
3  +2+

n
2  = n+1

3  +2
σ(3K1 ∪Pm,

 

P2 ∪P3)=0+
n-2

2  +1+n-2=
n-1

2  +1
  􀃡 按m+1的最大奇因数是1,9,15或其他奇数分以下(a)-(d)

 

4种情形.

  设 H ~3K1 ∪Pm,
 

H1 是 H 的连通分支,
 

使得

M1(H1)=M1(Pm)   H =H1 ∪H2

  (a)
 

m+1=2n+1.
 

当n=1时,
 

σ(3K1∪P3,
 

P2)=0,
 

假设结论对m2+1=2n 成立,
 

且对n用数学归

纳法,
 

H1=Pm,Cm2+1
,T1,1,m2-1

,
 

相应地,
 

H2 ~3K1,3K1 ∪Pm2
,2K1 ∪Pm2

,
 

则

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0+0+0=0

  (b)
 

m+1=9×2n-1.
 

当n=1时,
 

σ(3K1∪P8,
 

P2)=0.
 

当n=2时,
 

H1=P17,C9,T1,1,7,T1,2,3,
 

相

应地,
 

H2 ~3K1,3K1 ∪P8,2K1 ∪P8,2K1 ∪C3 ∪P8,
 

则

σ(3K1 ∪P17,
 

P2)=0+0+0+0=0
假设结论对m2+1=9×2n-2 成立,

 

且对n用数学归纳法,
 

H1=Pm,Cm2+1
,T1,1,m2-1

,
 

相应地,
 

H2~3K1,

3K1 ∪Pm2
,2K1 ∪Pm2

,
 

则

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0+0+0=0

  (c)
 

m+1=15×2n-1.
 

当n=1时,
 

σ(3K1∪P14,
 

P2)=0.
 

当n=2时,
 

H1=P29,C15,T1,1,13,T1,2,
 

4,
 

相应地,
 

H2 ~3K1,3K1 ∪P14,2K1 ∪P14,2K1 ∪C3 ∪P14,
 

则

σ(3K1 ∪P29,
 

P2)=0+0+0+0=0

  假设结论对m2+1=15×2n-2成立,
 

且对n用数学归纳法,
 

H1=Pm,Cm2+1
,T1,1,m2-1

,
 

相应地,
 

H2~3K1,

3K1∪Pm2
,2K1∪Pm2

,
 

则

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0+0+0=0

  (d)
 

m+1=2n-1(2k+1),
 

k(≠0,1,4,7)为整数.
 

当n=1时,
 

σ(3K1∪P2k,
 

P2)=0.
 

假设结论

对m2+1=2n-2(2k+1)成立,
 

且对n用数学归纳法,
 

H1= Pm,Cm2+1
,T1,1,m2-1

,
 

相应地,
 

H2 ~3K1,
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3K1 ∪Pm2
,2K1 ∪Pm2

,
 

则

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2)=0+0+0=0

  引理2 若m+1=3×2n-1 对某个正整数n成立,
 

则3K1∪Pm 的匹配等价图中含有分支P2 的图是

下面的图:

  􀃠 n=1时,
 

3K1 ∪P2;

  􀃡 n=2时,
 

3K1 ∪P2 ∪C3,
 

2K1 ∪P2 ∪T1,1,1;

  􀃢 n≥3时,
 

3K1 ∪P2 ∪C3 ∪C6 ∪C12 ∪ … ∪C3×2n-2;

2K1 ∪P2 ∪T1,1,1 ∪C6 ∪C12 ∪ … ∪C3×2n-2,
 

…,
 

2K1 ∪P2 ∪C3 ∪C6 ∪C12 ∪ … ∪T1,1,3×2n-2-2
;

K1∪P2∪T1,1,1∪T1,1,4∪C12∪…∪C3×2n-2,
 

…,
 

K1∪P2∪C3∪C6∪C12∪…∪T1,1,3×2n-3-2∪T1,1,3×2n-2-2
;

 

P2∪T1,1,1∪T1,1,4∪T1,1,10∪…∪C3×2n-2,
 

…,
 

P2∪C3∪C6∪C12∪…∪T1,1,3×2n-4-2∪T1,1,3×2n-3-2∪T1,1,3×2n-2-2
;

  

2K1 ∪P2 ∪P3 ∪Q(2,
 

1)∪C3 ∪C12 ∪ … ∪C3×2n-2;
  

K1∪P2∪P3∪Q(2,
 

1)∪T1,1,1∪C12∪…∪C3×2n-2,
 

…,
 

K1∪P2∪P3∪Q(2,
 

1)∪C3∪C12∪…∪T1,1,3×2n-2-2
;

  

P2∪P3∪Q(2,
 

1)∪T1,1,1∪T1,1,10∪…∪C3×2n-2,
 

…,
 

P2∪P3∪Q(2,
 

1)∪C3∪C12∪…∪T1,1,3×2n-3-2∪T1,1,3×2n-2-2.
 

证  由文献[16]的引理2,3和4得,
 

这些图均等价于3K1∪Pm,
 

且含有分支P2.
 

对n≥3,
 

它们可

以分为仅含一条路分支P2 的4类:
 

不含T-形树分支的1张图;
 

含1个T-形树分支的n-1张图;
 

含2个

T-形树分支的
n-1

2  张图;
 

含3个T-形树分支的
n-1

3  张图.
 

以及含有两条路分支P2∪P3的3类:
 

不

含T-形树分支的1张图;
 

含1个T-形树分支的n-2张图;
 

含2个T-形树分支的
n-2

2  张图.
 

共

n+1

3  +2张图.
 

由引理1得,
 

图的个数也等于σ(3K1 ∪Pm,
 

P2).

引理3 若m ≥2是整数,
 

σ(3K1 ∪Pm,
 

2P2)=0,
 

σ(3K1 ∪Pm,
 

P2 ∪P4)=0.
证  由引理1和引理2,

 

结果显然.
为了方便,

 

用Φ3表示3K1∪Pm 的含有分支P2的所有匹配等价图中删去P2后得到的图的集合,
 

即引

理2中的每张图删去P2 后得到的图的集合,
 

则|Φ3|=σ(3K1∪Pm,
 

P2).
 

用Φ4 表示3K1∪Pm 的含有

分支P2∪P3的所有匹配等价图中删去P2∪P3后得到的图的集合,
 

即引理2中的每张图删去P2∪P3后

得到的图的集合,
 

则|Φ4|=σ(3K1 ∪Pm,
 

P2 ∪P3).
为了找到2K1∪Im(m ≥6)的匹配等价图类,

 

按m-3所含最大奇因数是1,3,9,15或其他奇数分

为5类.
定理1 􀃠 若m-3=2n+1 对某个正整数n 成立,

 

则

σ(2K1 ∪Im)=
n+2

3  +n

此时2K1∪Im 的匹配等价图分为两类:
 

含I-形分支的是It∪H2,
 

H2∈Φ2,
 

这样的图共有
n+1

3  +n张;
 

含K1,4-形分支的是K1,4∪H2,
 

H2∈Φ1,
 

这样的图共有
n+1

2  张.

􀃡 若m-3=2n-1(2k+1)对某对正整数n,k(≠1,4,7)成立,
 

则

σ(2K1 ∪Im)=
n+2

3  +n

此时2K1∪Im 的匹配等价图分为两类:
 

含I-形分支的是It∪H2,
 

H2∈Φ2,
 

这样的图共有
n+1

3  +n张;
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含K1,4-形分支的是K1,4∪H2,
 

H2∈Φ1,
 

这样的图共有
n+1

2  张.

􀃢 若m-3=9×2n-1 对某个正整数n 成立,
 

则

σ(2K1 ∪Im)=

2 n=1

n+2

3  +2n+1 n≥2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

此时2K1 ∪Im 的匹配等价图分为两类:
 

含I-形分支的是It∪H2,
 

H2∈Φ2,
 

当n=1时有1张图,
 

当

n≥2时,
 

这样的图共有
n+1

3  +2n张;
 

含K1,4-形分支的是K1,4∪H2,
 

H2∈Φ1,
 

当n=1时有1张

图,
 

当n≥2时,
 

这样的图共有
n+1

2  +1张.

􀃣 若m-3=15×2n-1 对某个正整数n 成立,
 

则

σ(2K1 ∪Im)=

2 n=1

n+2

3  +2n+2 n≥2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

此时2K1 ∪Im 的匹配等价图分为两类:
 

含I-形分支的是It∪H2,
 

H2∈Φ2,
 

当n=1时有1张图,
 

当

n≥2时,
 

这样的图共有
n+1

3  +2n+1张;
 

含K1,4-形分支的是K1,4∪H2,
 

H2∈Φ1,
 

当n=1时有

1张图,
 

当n≥2时,
 

这样的图共有
n+1

2  +1张.

􀃤 若m-3=3×2n-1 对某个正整数n成立,
 

则

σ(2K1 ∪Im)=

4 n=1

10 n=2

n+1

2  +3n+1

3  + n-1

2  +6n+1 n≥3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

此时2K1 ∪Im 的匹配等价图分为5类:
 

含I-形分支的是It∪H2,
 

H2∈Φ2,
 

当n=1时有1张图,
 

当

n=2时有3张图,
 

当n≥3时有
n+1

3  +6n-7张图;
 

含K1,4-形分支的是K1,4∪H2,
 

H2∈Φ1,
 

当

n=1时有1张图,
 

当n=2时有3张图,
 

当n≥3时有
n+1

2  +3张图;
 

含Q(2,
 

2)-形分支的是Q(2,
 

2)∪H2,
 

H2∈Φ3,
 

当n=1时有1张图,
 

当n=2时有2张图,
 

当n≥3时有
n+1

3  +2张图;
 

含Q(3,
 

1)-形分支的是Q(3,
 

1)∪H2,
 

H2 ∈Φ3,
 

当n=1时有1张图,
 

当n=2时有2张图,
 

当n≥3时有

n+1

3  +2张图;
 

含T1,3,3-形分支的是T1,3,3 ∪H2,
 

H2 ∈Φ4,
 

当n=1时有0张图,
 

当n=2时有

0张图,
 

当n≥3时有
n-1

2  +1张图.

证 设H ~2K1∪Im,
 

由M1(H)=2及文献[16]的引理2(2)知,
 

H 必有一连通分支H1∈Ω2,
 

H = H1 ∪H2.
􀃠 分以下3种情形:

(a)
 

若 H1=It(t≥6),
 

则
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2K1 ∪Im ~H =It ∪H2

两边并Pm-4,
 

利用文献[16]的引理13(8)得

Pm-4 ∪2K1 ∪Im ~Pm-4 ∪It ∪H2 ~Pt-4 ∪Im ∪H2

则

2K1 ∪Pm-4 ~Pt-4 ∪H2

由文献[15]的定理1和定理2知,
 

这样的 H2 ∈Φ2.
(b)

 

若 H1=K1,4,
 

则

2K1 ∪Im ~H =K1,4 ∪H2

两边并Pm-4 ∪P2,
 

利用文献[16]的引理13(7),(8)得

Pm-4∪P2∪2K1∪Im ~Pm-4∪P2∪K1,4∪H2 ~Pm-4∪K1∪I6∪H2 ~K1∪P2∪Im ∪H2

则

K1 ∪Pm-4 ~H2

由文献[14]的定理1知,
 

这样的 H2 ∈Φ1.
(c)

 

若 H1=Q(2,
 

2),Q(3,
 

1)(~Q(2,
 

2)),T2,2,2(~P2 ∪Q(2,
 

2)),T1,3,3(~P3 ∪Q(2,
 

2)),

T1,2,5(~P4 ∪Q(2,
 

2)),
 

均可设

2K1 ∪Im ~H =Q(2,
 

2)∪H2

两边并K1 ∪Pm-4,
 

利用文献[16]的引理13(3),(8)得

3K1 ∪Pm-4 ∪Im ~K1 ∪Pm-4 ∪Q(2,
 

2)∪H2 ~Pm-4 ∪I6 ∪H2 ~P2 ∪Im ∪H2

则

3K1 ∪Pm-4 ~P2 ∪H2.
 

由引理1􀃡 知,
 

这样的 H2 不存在.

􀃡-􀃣 的证明与 􀃠 类似,
 

略.

􀃤 分以下7种情形:
(a)

 

若 H1=It(t≥6),
 

与 􀃠 的情形(a)类似,
 

这样的 H2 ∈Φ2.
(b)

 

若 H1=K1,4,
 

与 􀃠 的情形(b)类似,
 

这样的 H2 ∈Φ1.
(c)

 

若 H1=Q(2,
 

2),
 

则

2K1 ∪Im ~H =Q(2,
 

2)∪H2

与 􀃠 的情形(c)类似,
 

可得到

3K1 ∪Pm-4 ~P2 ∪H2

由引理2知,
 

这样的 H2 ∈Φ3.
(d)

 

若 H1=Q(3,
 

1),
 

由Q(3,
 

1)~Q(2,
 

2),
 

与情形(c)类似,
 

这样的 H2 ∈Φ3.
(e)

 

若 H1=T1,3,3,
 

由文献[16]的引理13(5)得

2K1 ∪Im ~H =T1,3,3 ∪H2 ~P3 ∪Q(2,
 

2)∪H2

与 􀃠 的情形(c)类似,
 

可得到

3K1 ∪Pm-4 ~P2 ∪P3 ∪H2

由引理1和引理2知:
 

当n≤2时,
 

这样的 H2 不存在;
 

当n≥3时,
 

这样的 H2 ∈Φ4.
(f)

 

若 H1=T2,2,2.
 

由文献[16]的引理13(4)得

2K1 ∪Im ~H =T2,2,2 ∪H2 ~P2 ∪Q(2,
 

2)∪H2

与 􀃠 的情形(c)类似,
 

可得到

3K1 ∪Pm-4 ~2P2 ∪H2

由引理3知,
 

这样的 H2 不存在.
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(g)
 

若 H1=T1,2,5,
 

由文献[16]的引理13(6)得

2K1 ∪Im ~H =T1,2,5 ∪H2 ~P4 ∪Q(2,
 

2)∪H2

与 􀃠 的情形(c)类似,
 

可得到

3K1 ∪Pm-4 ~P2 ∪P4 ∪H2

由引理3知,
 

这样的 H2 不存在.

推论1 对于定理1所述的每一种情形,
 

2K1 ∪Im 的匹配等价图是定理1所述的那些图的补图.
证  由文献[16]的引理14,

 

结论显然.
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