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摘要:本文研究一类带有分数阶Sobolev-Hardy临界指数的奇异椭圆方程,
 

通过(PS)*c 条件克服了紧性缺失,
 

利用

对偶喷泉定理证明了该方程无穷多解的存在性.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

studiedy
 

a
 

class
 

of
 

singular
 

elliptic
 

equations
 

with
 

fractional
 

Sobolev-Hardy
 

critical
 

exponents.
 

We
 

overcome
 

the
 

lack
 

of
 

compactness
 

by
 

using
 

the
 

(PS)*c condition,
 

and
 

proved
 

the
 

existence
 

of
 

infinite
 

solutions
 

of
 

the
 

equation
 

by
 

using
 

the
 

dual
 

fountain
 

theorem.
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本文中,
 

我们研究如下问题:

(-Δ)su-γ u
|x|2s

=|u|
2*s (α)-2

u
|x|α +λg(x,

 

u) x∈Ω\{0}

u=0 x∈􀆟Ω

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中,
 

Ω ⊂RN(N ≥3)是具有光滑边界的有界区域,
 

0<s<1,
 

0≤α<2s<N,
 

0≤γ<γH =
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4s
Γ2 N +2s

4  
Γ2 N -2s

4  
,

 

2*s (α)=
2(N -α)
N -2s

是Sobolev-Hardy临界指数,
 

2*s (0)=2*s =
2N

N -2s
是Sobolev临界

指数,
 

λ 是正参数.
近年来,

 

带有Sobolev-Hardy临界指数的奇异椭圆方程受到广泛关注.
 

当s=1时,
 

方程即是整数阶方

程,
 

文献[1-3]利用山路引理得到了这类整数阶方程存在正解,
 

文献[4]利用极大极小值原理得到了其变号

解.
 

文献[5-6]在g(x,
 

u)满足关于u 是奇函数的条件下,
 

得到了这类整数阶方程无穷多解的存在性.
当0<s<1时,

 

关于分数阶方程解的存在性可参见文献[7-8].
 

文献[9]得到了这类分数阶方程多

解的存在性.
 

文献[10]在以下条件(G)成立时,
 

得到了Sobolev临界分数阶p-Laplacian方程无穷多解的

存在性:

(G)
 

存在d1,r0>0,
 

τ>
p*

α

p*
α -p

,
 

使得g(x,
 

u)τ≤d1
1
pg(x,

 

u)-G(x,
 

u)  对于所有x∈RN 和

‖u‖ ≥r0 成立.
条件(G)保 证 了 PS序 列 的 有 界 性.

 

我 们 在 文 献[10]的 基 础 上,
 

考 虑 了 分 数 阶 椭 圆 方 程 在

Sobolev-Hardy临界情况下无穷多解的存在性.
 

在Sobolev-Hardy临界情况下不需要条件(G)也能证明PS
序列有界.

 

本文通过文献[11]的方法,
 

在没有条件(G)的情况下,
 

证明了能量泛函在某一范围内满足

(PS)c* 条件,
 

运用对偶喷泉定理,
 

得到了方程(1)存在无穷多个弱解.

本文中,
 

非线性项g∈C(Ω×R,
 

R)满足以下条件:

(g1)
 

lim
|t|→∞

g(x,
 

t)

t
2*s (α)-1

=0对x ∈Ω 一致成立;

(g2)
 

lim
|t|→0

g(x,
 

t)
t =+∞ 对x ∈Ω 一致成立;

(g3)
 

g(x,
 

-t)=-g(x,
 

t)对所有t∈R和x ∈Ω 成立.
我们用 Hs(Ω)表示分数阶Sobolev空间[12],

 

其范数定义为

‖u‖Hs(Ω)= ‖u‖2L2(Ω)+∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy  
1
2

泛函空间为

Xs
0(Ω)={u∈Hs(Ω):

 

当x∈RN\Ω 时,
 

u=0几乎处处成立.}

记空间的范数为

‖u‖Xs
0(Ω)

=∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy-γ∫Ω

|u|2

|x|2s
dx  

1
2

当γ<γh 时,
 

Sobolev-Hardy最佳常数[13]定义为

Λγ,s,α = inf
u∈Xs

0(Ω)\{0}

∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy-γ∫Ω

|u|2

|x|2s
dx

∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx  
2

2*s (α)

(2)

方程(1)对应的能量泛函为

J(u)=
1
2‖u‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

u)dx

方程的解与泛函的临界点一一对应.
 

本文中用C,Ci 表示各种正常数.
我们的主要结果如下:
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定理1 假设条件(g1)-(g3)成立,
 

则存在λ* >0,
 

对任意λ∈ (0,
 

λ*),
 

方程(1)有无穷多个弱解

{uk}⊂Xs
0(Ω),

 

满足:
 

J(uk)<0,
 

且当k→+∞ 时,
 

J(uk)→0.
引理1[14] 假设{un}⊂Xs

0(Ω)是一个有界序列,
 

当2<pn ≤2*s (α)(pn →2*s (α),
 

n→∞)时,
 

存

在一个子列(仍记为{un})满足:

􀃠 在L2(Ω)中,
 un

x ⇀
u
x
;

􀃡 当n→ ∞ 时,
 

∫Ω

|un|2

|x|αdx-∫Ω

|un -u|2

|x|α dx →∫Ω

|u|2

|x|αdx;

􀃢 当n→ ∞ 时,
 

对任意的v∈Xs
0(Ω),

 

∫Ω

|un|
pn-2

|x|α un
 vdx →∫Ω

|u|
2*s (α)

-2
|x|α uvdx.

引理2[15](对偶喷泉定理) 设X 是Banach空间,
 

满足J∈C1(X,
 

R)是偶泛函,
 

Xj
 (j=1,2,…)为

X 上的一维子空间,
 

且X=􀱇
j∈N

Xj,
 

记Yk =􀱇
k

j=1
Xj,

 

Zk =􀱇
∞

j=k
Xj,

 

k为自然数,
 

如果存在k0>0,
 

对任意

的k≥k0,
 

存在ρk >rk >0,
 

使得以下条件成立:

(B1) ak =inf
u∈Zk

 

J(u)≥0;

(B2) bk =max
u∈Y

 
J(u)<0;

(B3) dk =inf
u∈Zk

 

J(u)→0(k→ ∞);

(B4) 对任意的c∈ [dk0
,

 

0),
 

J 满足(PS)*c 条件.
则J 有一个临界点序列{uk},

 

且J(uk)<0
 

(k=1,2,…),
 

J(uk)→0(k→+∞).

J 满足(PS)*c 条件是指:
 

对于X 中所有满足nj →∞时,
 

unj ∈Ynj
,

 

J(unj
)→c,

 

J|'Ynj
(unj

)→0的

序列{unj
},

 

都包含一个收敛的子序列,
 

且收敛到J 的临界点.
引理3 假设g 满足条件(g1),

 

则存在常数C >0,
 

使得

G(x,
 

u)-
1
2g
(x,

 

u)u≤C+|u|
2*s (α) (3)

  证  由条件(g1)可以得到

g(x,
 

u)u=o(|u|
2*s (α))   G(x,

 

u)=o(|u|
2*s (α))   |u|→ ∞

所以

|g(x,
 

u)u|≤C1+|u|
2*s (α)

   |G(x,
 

u)|≤C2+
1
2|u|

2*s (α)

记

C=
1
2C1+C2

则(3)式成立.
引理4 假设条件(g1)成立,

 

则对任意的β0>0,
 

存在λ* >0,
 

使得对任意λ∈ (0,
 

λ*),
 

J 都满足

(PS)*c 条件,
 

其中c∈ -∞,
 2s-α
2(N -α)Λ

N-α
2s-α
γ,s,α -β0  .

证  设{ej}是Xs
0(Ω)中的一组标准规范正交基,

 

Xj =Rej,
 

Yk =􀱇
k

j=1
Xj,

 

序列{unj
}⊂Xs

0(Ω),
 

使得

unj ∈Ynj
,

 

J(unj
)→c,

 

J|'Ynj
(unj

)→0(nj → ∞),
 

对任意v∈Xs
0(Ω),

 

都有

<J'(unj
),

 

v>→0   nj → ∞ (4)

  首先证明{un}在Xs
0(Ω)中有界.

 

对充分大的nj,
 

有
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J(unj
)=
1
2‖unj‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|unj|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

unj
)dx=c+o(1) (5)

<J'(unj
),

 

unj
>=‖unj‖

2-∫Ω

|unj|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
g(x,

 

unj
)unjdx=o(1)‖unj‖ (6)

由(5)式和(6)式可知

J(unj
)-
1
2
<J'(unj

),
 

unj
>=

1
2-

1
2*s (α)  ∫Ω

|un|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

unj
)-
1
2g
(x,

 

unj
)unj

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx=

c+o(1)‖unj‖
因为Ω ⊂RN 是有界区域,

 

所以存在常数C0 >0,
 

使得Ω ⊂B(0,
 

C0),
 

且

∫Ω

|unj|
2*s (α)

|x|α dx≥
1
Cα
0∫Ω

|unj|
2*s (α)
dx (7)

由(3)式和(7)式可得

2s-α
2

 

Cα
0(N -α)

-λ  ∫Ω
|unj|

2*s (α)
dx≤λC|Ω|+o(1)‖unj‖

因此,
 

当λ∈ 0,
 2s-α
2

 

Cα
0(N -α)  时,

 

有

‖unj‖
2*s (α)

2*s (α)≤C3+o(1)‖unj‖ (8)

由条件(g1)可得

G(x,
 

unj
)-

1
2*s (α)

 

g(x,
 

unj
)unj ≤C4+|unj|

2*s (α)

因为

J(unj
)-

1
2*s (α)

<J'(unj
),

 

unj
>=

1
2-

1
2*s (α)  ‖un‖2-λ∫Ω

G(x,
 

unj
)-
1
2g
(x,

 

unj
)unj

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx=

c+o(1)‖unj‖
所以

1
2-

1
2*s (α)  ‖unj‖

2 ≤λ‖unj‖
2*s (α)

2*s (α)+λC4|Ω|+c+o(1)

故

1
2-

1
2*s (α)  ‖unj‖

2 ≤λ‖unj‖
2*s (α)

2*s (α)+C5+o(1)

结合(8)式可得

‖unj‖
2 ≤C6‖unj‖+C7

故{un}在Xs
0(Ω)中有界.

再证明在Xs
0(Ω)中un →u.

由以上证明知{un}在Xs
0(Ω)中有界,

 

所以存在子序列{unj
},

 

使得在Xs
0(Ω)中unj⇀u.

根据Vitali定理和引理1,
 

有

unj →u   x∈Lγ(Ω),
 

1<γ<2*s
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unj →u   a.e.
 

x∈Ω

∫Ω
g(x,

 

unj
)unjdx →∫Ω

g(x,
 

u)udx   n→ ∞

∫Ω
G(x,

 

unj
)dx →∫Ω

G(x,
 

u)dx   n→ ∞

根据(4)式,
 

对任意的v∈Xs
0(Ω),

 

有

0=<J'(u),
 

u>=‖u‖2-∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
g(x,

 

u)udx (9)

首先令wnj =unj -u,
 

由J'(unj
)→0,

 

有

‖unj‖
2-∫Ω

|unj|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
g(x,

 

unj
)unjdx=o(1)

由Brezis-Lieb引理和引理1,
 

可以得到

‖wnj‖
2+‖u‖2-∫Ω

|wn|
2*s (α)

|x|α dx-∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
g(x,

 

u)udx=o(1) (10)

结合(3)式和(8)式可得

J(u)=
1
2‖u‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

u)dx=

1
2-

1
2*s (α)  ∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx+
λ
2∫Ω

g(x,
 

u)udx-λ∫Ω
G(x,

 

u)dx≥

2s-α
2

 

Cα
0(N -α)

-λ  ∫Ω
|unj|

2*s (α)
dx-λC|Ω| (11)

令

λ* =min
2s-α

2
 

Cα
0(N -α)

,
 β0
C|Ω|  

则对任意λ∈ (0,
 

λ*),
 

有

J(u)≥-β0 (12)

再由J(unj
)→c(nj → ∞),

 

由Brezis-Lieb引理和引理1,
 

得到

J(unj
)=
1
2‖unj‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|unj|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

unj
)dx=

1
2‖wnj‖

2+
1
2‖u‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|wnj|
2

|x|α dx-

1
2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

u)dx+o(1)=

J(u)+
1
2‖wnj‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|wnj|
2*s (α)

|x|α dx=c+o(1) (13)

根据(9)式和(10)式可得

‖wnj‖
2-∫Ω

|wnj|
2*s (α)

|x|α dx=o(1)

我们断言,
 

当nj → ∞ 时,
 

‖wnj‖ →0.
 

否则,
 

存在子序列(仍记为{wnj
})和正常数m,

 

使得
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lim
nj→∞

‖wnj‖
2=m   lim

nj→∞∫Ω

|wnj|
2*s (α)

|x|α dx=m

根据Λγ,s,α 的定义,
 

有

‖wnj‖
2 ≥Λγ,s,α∫Ω

|wnj|
2*s (α)

|x|α dx  
2

2*s (α)

   nj =1,2,3,…

因为m ≠0,
 

所以m ≥Λ
N-α
2s-α
γ,s,α.

 

结合(13)式,
 

可以得到

J(u)=c-
1
2m+

1
2*s (α)

 

m ≤c-
2s-α
2(N -α)Λ

N-α
2s-α
γ,s,α <-β0

这与(12)式矛盾.
 

所以m=0,
 

在Xs
0(Ω)中有un →u.

定理1的证明

假设条件(g3)成立,
 

对任意的u∈Xs
0(Ω),

 

都有J(u)=J(-u),
 

所以J 是偶泛函.
 

我们下面将逐一

验证引理2中的条件成立.
(B1) 根据条件(g1),

 

存在常数C8 >0,
 

满足

G(x,
 

u)≤C8|t|+|t|
2*s (α)

   ∀x∈Ω,
 

t∈R
所以

J(u)=
1
2‖u‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
G(x,

 

u)dx≥

1
2‖u‖

2-
1

2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx-λ∫Ω
|u|

2*s (α)
dx-λC6∫Ω

|u|dx (14)

由Sobolev不等式和Sobolev-Hardy不等式,
 

存在常数R1,R2 >0,
 

使得

1
2*s (α)∫Ω

|u|
2*s (α)

|x|α dx≤
1
8‖u‖

2   ‖u‖ ≤R1

λ∫Ω
|u|

2*s (α)
dx≤

1
8‖u‖

2   ‖u‖ ≤R2

我们记φk =sup
u∈Zk
‖u‖=1

‖u‖1,
 

R0=min{R1,
 

R2}.
 

对u∈Zk,
 

‖u‖ ≤R0,
 

根据(14)式可得

J(u)≥
1
4‖u‖

2-λC8φk‖u‖ (15)

选取ρk =4λC8φk.
 

根据文献[14]中的引理3.8,
 

φk →0(k→∞),
 

有ρk →0(k→∞).
 

从而存在k0>0,
 

当k≥k0 时有ρk ≤R0.
 

即对k≥k0,
 

u∈Zk,
 

‖u‖=ρk,
 

所以得到J(u)≥0.
(B2) 因为Yk 是有限维空间,

 

所以对任意的u∈Yk,
 

存在θ>0,
 

使得θ‖u‖ ≤ ‖u‖2.
 

根据条件

(g2),
 

对M=
2

λθ2
,

 

存在r0>0,
 

满足当0<|t|<r0时,
 

G(x,
 

t)≥
Mt2

2 .
 

因此,
 

对任意的u∈Yk,
 

‖u‖=1,
 

当rk >0充分小时,
 

可得

J(rku)≤
1
2rk

2-λrk
2θ2M =-

1
2rk

2 <0

则对u∈Yk,
 

‖u‖=rk,
 

有J(u)<0.
 

选取rk <ρk,
 

(B2)成立.
(B3) 根据(15)式,

 

当k≥k0 时,
 

u∈Zk 且 ‖u‖ ≤ρk,
 

满足

J(u)≥-λC8φk‖u‖ ≥-λC8φkρk

由于当k→ ∞ 时φk →0,
 

ρk →0,
 

并且0∈Zk,
 

J(0)=0,
 

-λC8φkρk ≤ inf
u∈Zk
‖u‖=rk

J(u)<0.
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所以,
 

dk = inf
u∈Zk
‖u

 

‖≤ρk

J(u)→0.
 

从而(B3)成立.

(B4) 存在λ* >0,
 

当λ∈(0,
 

λ*)时,
 2s-α
2(N -α)Λ

N-α
2s-α
γ,s,α >β0.

 

由引理4可知,
 

对c∈[dk0
,

 

0),
 

J 满

足(PS)*c 条件.
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