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摘要:提出了一种新的相空间重构法(PSRM)用于求解强非线性系统的广义概率密度演化方程,
 

并对若干典型的

强非线性随机系统进行了研究,
 

包括SDOF振子、
 

Riccati振子、
 

Van
 

der
 

pol振子和Duffing振子.
 

所得结果验证了

PSRM在求解广义密度演化方程(GDEE)时的高效性与精确性.
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Abstract:
 

In
 

recent
 

years,
 

the
 

generalized
 

probability
 

density
 

evolution
 

equation
 

(GDEE)
 

derived
 

based
 

on
 

the
 

principle
 

of
 

probability
 

conservation
 

provided
 

a
 

new
 

way
 

for
 

the
 

analysis
 

and
 

control
 

of
 

stochastic
 

dy-
namic

 

systems
 

because
 

its
 

dimension
 

is
 

independent
 

of
 

the
 

degree
 

of
 

freedom
 

of
 

the
 

system.
 

In
 

the
 

past
 

few
 

years,
 

a
 

series
 

of
 

numerical
 

methods
 

such
 

as
 

finite
 

difference
 

method
 

and
 

meshless
 

method
 

have
 

been
 

de-
veloped

 

to
 

solve
 

the
 

generalized
 

probability
 

density
 

evolution
 

equation.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

new
 

phase
 

space
 

reconstruction
 

method
 

(PSRM)
 

is
 

proposed
 

to
 

solve
 

the
 

generalized
 

probability
 

density
 

evolution
 

equation
 

of
 

strongly
 

nonlinear
 

systems.
 

Some
 

typical
 

strongly
 

nonlinear
 

stochastic
 

systems
 

were
 

studied,
 

including
 

SDOF
 

oscillator,
 

Riccati
 

oscillator,
 

Van
 

der
 

pol
 

oscillator
 

and
 

Duffing
 

oscillator.
 

The
 

results
 

verify
 

the
 

ef-
ficiency

 

and
 

accuracy
 

of
 

PSRM
 

in
 

solving
 

the
 

generalized
 

probability
 

density
 

evolution
 

equation
 

(GDEE).
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ear

由于在工程实践中随机性广泛地存在于材料特性、
 

外部荷载和边界条件等因素中,
 

因此随机动力

系统分析作为现代力学研究的重要分支,
 

一直以来是人们研究的热点.
 

文献[1]从概率守恒的基本原
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理出发,
 

发展了概率密度演化分析理论,
 

建立了广义概率密度演化方程(GDEE),
 

为复杂非线性随机

动力系统的分析提供了一条可行的途径[2-4].
 

已有的工作证明:
 

这一新的分析理论在线性与非线性系

统的随机动力反应分析[5]、
 

结构动力可靠度计算[6-7]、
 

结构随机最优控制等[8]方面均可获得高效、
 

准

确的分析结果.
广义概率密度演化方程作为一类偏微分方程,

 

近年来众多学者发展了一系列解析和半解析的求解方

法[9-10]对其进行求解.
 

本文从随机动力系统的相空间出发,
 

提出了一种可用于精确、
 

高效求解非线性系统

的GDEE求解方法———相空间重构法(PSRM).
 

本文利用该方法,
 

得到了若干典型非线性振子的概率密度

解,
 

并将其与 Monte
 

Carlo模拟方法[11]、
 

有限差分法[9]等数值求解方法进行了比较,
 

验证了该方法的准确

性、
 

有效性和便捷性.

1 广义密度演化方程

文献[5]发展了一类用于随机系统分析的广义概率密度演化方程,
 

经过十数年的发展,
 

这一方法广泛

地应用于结构的可靠性分析[5]、
 

铁路轨道设计[12]以及城市基础设施防震减灾设计[13-14]等领域之中.
不失一般性,

 

设随机动力系统为

X
·
=G(X,

 

Θ,
 

t),
 

X
·
(t0)=x0 (1)

初始条件为

x0=(x1,
 

x2,
 

…,
 

xn)T (2)

其中:
 

X0=(X1,
 

X2,
 

…,
 

Xn)T,
 

n
 

是物理系统的维数;
 

G(·)为一般非线性系统,
 

Θ=(Θ1,
 

Θ2,
 

…,
 

Θs)T,
 

其联合概率密度函数为pΘ(θ),
 

s
 

是系统中随机变量的总数.
 

显然,
 

对于特定的随机动力系统,
 

方程(1),
(2)的解存在且唯一,

 

并连续地依赖于初始条件.
 

即对于给定的初始条件,
 

式(1)的解可写为

X=H(Θ,
 

t) (3)
由概率守恒原理,

 

存在广义概率密度演化方程[2-3,15]

(pX(x,
 

θ,
 

t))
t +∑

N

j=1
X
·

j(θ,
 

t)·
(pX(x,

 

θ,
 

t))
xj

=0 (4)

初始条件为

pXΘ(x,
 

θ,
 

t)=δ(x-x0)pΘ(θ) (5)
由于广义密度演化方程的解析解很难得到,

 

工程中常用其数值解.

2 相空间重构法

在大多数非线性问题乃至工程问题中,
 

式(4)和式(5)的解析求解都是相当困难的.
 

由此,
 

大量学者发

展了一系列数值和近似的解析算法用于求解广义概率密度演化方程[16-17].
 

本文通过深入研究广义概率密度

演化理论的物理机制,
 

在此基础上提出了一类基于非线性物理系统分解的相空间重构方法,
 

可以有效避免

采用传统点演化方法求解广义概率密度演化方程时所遇到的网格敏感性问题和数值耗散问题.
使用特征线法[18]得方程(4)和(5)的形式解为[19]

pXΘ(x,
 

θ,
 

t)=δ(x-H(θ,
 

t))pΘ(θ) (6)
不妨令

G(θ,
 

x,
 

t)=x-H(θ,
 

t) (7)
则方程(6)可化为

pXΘ(x,
 

θ,
 

t)=δ[G(θ,
 

x,
 

t)]pΘ(θ) (8)
当a≠0时,

 

存在

δ(ax)=
1
aδ(x) (9)

对一般的情况而言,
 

关于g(x)的δ 函数已在文献[20]中给出
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δ[g(x)]=∑
i

δ(x-xi)
g'(xi)

(10)

其中xi 是g(x)的一个根.
 

将式(10)代入式(8)的形式解可得到

δ[G(θ,
 

x,
 

t)]=∑
Nsol

i=1

δ(θ-θi(x,
 

t))
(G(θ,

 

x,
 

t))
θ |(θ=θi(x,

 

t))

(11)

其中θi(x,
 

t)是G(θ,
 

x,
 

t)=0的根线,
 

Nsol是G(θ,
 

x,
 

t)=0根线的个数.
 

利用狄拉克δ函数的基本性

质[21]

∫
+∞

-∞
f(x)δ(x-a)dx=f(a) (12)

联立式(8),(11)和(12),
 

对θ 求积分可得

pX(x,
 

t)=∫ΩΘ
pX(x,

 

θ,
 

t)dθ=

∫ΩΘ
δ[G(θ,

 

x,
 

t)]pΘ(θ)dθ=

∫ΩΘ
∑
Nsol

i=1

δ(θ-θi(x,
 

t))
(G(θ,

 

x,
 

t))
θ |(θ=θi(x,

 

t))

pΘ(θ)dθ=

∑
Nsol

i=1

δ(θ-θi(x,
 

t))
(G(θ,

 

x,
 

t))
θ |(θ=θi(x,

 

t))

Heaviside[ΩΘ] (13)

其中:
 

Heaviside(·)是赫维赛德函数[22],
 

Ω(Θi)
是积分区域.

 

由式(13)可知,
 

非线性系统可以由相空间X-θ物

理系统G(θ,
 

x,
 

t)中的数个物理系统θi(x,
 

t)组合而成.
 

对应地,
 

也可以在代数上理解函数G(θ,
 

x,
 

t)可以

被分解为若干个值域不重合的单调函数θi(x,
 

t)的叠加.
因此,

 

在相空间X-θ 的角度处理广义概率密度演化方程(GDEE)的求解问题避免了反函数求解这一

数学上的难点;
 

同时,
 

由于在实际中我们往往主要关注一个物理量(如位移)或是两个物理量(位移和速度)
的概率密度函数,

 

这也大大简化了X-θ 空间中的G(θ,
 

x,
 

t)曲线,
 

使得对物理系统G(θ,
 

x,
 

t)的分解

成为可能.
基于物理系统分解的数值求解方法步骤如下:
1)

 

在随机变量Θ 的分布空间ΩΘ 任意选取一定量的离散点Θ=θq,
 

q=1,2,…,Nsol,
 

求解物理方程,
 

提

取t时刻的所需物理量xq(θq),
 

同时计算t时刻所需物理量的时间导数x
¨
q(θq);

2)
 

对X-θ 空间中的物理系统进行分类,
 

将分布空间ΩΘ 分为ΩΘ1
,ΩΘ2

,…,ΩΘNcla
;

 

Ncla为物理系统的

分类个数;

3)
 

在不同的分布空间ΩΘNcla
中,

 

将X-θ 空间中的离散点(θq,
 

xq(θq))和(θq,
 

x
·

q(θq))代入式(13)
中,

 

得到不同分布空间ΩΘNcla
下对应的概率密度函数的离散点集(xq(θq),

 

pX(xq(θq)))ΩΘNcla

;

4)
 

对各个分布空间ΩΘ 中的概率密度函数点集(xq(θq),
 

pX(xq(θq)))ΩΘNcla

进行函数拟合,
 

得到对应

的pX(x(θg(x)));

5)
 

将所有的pX(x(θg(x)))叠加,
 

得到所求物理量的概率密度函数pX(x)=∑
Ncla

g=1
pX(x(θg(x))).

3 数值算例

3.1 SDOF振子

单自由度振子(Single
 

Degree
 

of
 

Freedom
 

Oscillator)的无阻尼自由振动是一种简谐振动,
 

其固有频率
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是系统本身的性质,
 

与初始条件无关,
 

且它的速度与加速度也是简谐的.
 

其方程可以写为

X
¨
+ω2X =0 (14)

其初始条件为

X(0)=1   X
·
(0)=0 (15)

随机变量ω 在区间[0.1,
 

0.4]内均匀分布,
 

由于该方程为线性微分方程,
 

其解析解易得为

X(ω,
 

t)=0.1cos(ωt) (16)

  图1为使用PSRM分解物理系统后的各个概率密度函数,
 

将各物理系统的概率密度函数叠加得到图2.

图1 SDOF振子在各物理系统下的概率密度函数 图2 SDOF振子各物理系统下的概率密度函数叠加

  通过10
 

000次 Monte
 

Carlo模拟与本文提出的相空间重构法进行比较(图3),
 

可以看出本文所提出的

PSRM与精确解的吻合程度较好.
 

图4给出了代表点个数相同(200个)的情况下,
 

使用 Monte
 

Carlo模拟

方法、
 

PDEM和
 

PSRM在典型时刻(t=20)响应的概率密度函数.
 

由表1失效概率数据可以看出,
 

相比传

统的PDEM,
 

PSRM使用较少的代表点个数即可获得较高的计算精度.

图3 SDOF振子PSRM与10
 

000次

Mento
 

Carlo效果对比

图4 SDOF振子PSRM、
 

200次

Mento
 

Carlo方法与PDEM比较

表1 SDOF振子在4种方法中不同阈值下的失效概率

阈值
失效概率/%

104 次 Mento
 

Carlo PSRM PDEM 200次 Mento
 

Carlo

0.085 18.51 18.78 29.04 20.41

0.09 15.02 14.02 27.74 14.93

0.095 10.57 9.17 24.42 10.45

相对误差 7.12 90.86 29.20
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3.2 Riccati振子

Riccati振子是控制理论中的重要方程,
 

涉及Kalman滤波、
 

信号频率跟踪[23]、
 

线性二次调节器问题及

模型简化等诸多问题[24-25].
 

设一阶Riccati方程为

X
·
+θX2-X =0 (17)

其初始条件为

X(0)=1 (18)
图5为使用PSRM分解Riccati振子得到的概率密度函数,

 

叠加概率密度函数得到图6.

图5 Riccati振子在各物理系统下的概率密度函数 图6 Riccati振子各物理系统的概率密度函数叠加

  随机变量θ在区间[1,
 

10]均匀分布.
 

用10
 

000次Monte
 

Carlo模拟与本文提出的相空间重构法进行比

较(图7),
 

可以看出本文所提出的PSRM与精确解的吻合程度较好.
 

图8给出了代表点个数相同(200个)
的情况下,

 

使用 Monte
 

Carlo模拟、
 

有限差分方法PDEM和
 

PSRM在典型时刻(t=20)响应的概率密度函

数.
 

由表2失效概率数据可以看出,
 

相比传统的PDEM,
 

PSRM 使用较少的代表点个数即可获得较高的计

算精度.

图7 PSRM与10
 

000次 Mento
 

Carlo
方法在Riccati方程上的对比实验

图8 Riccati方程PSRM与

200次 Mento
 

Carlo
 

及PDEM比较

表2 Riccati方程在4种方法中不同阈值下的失效概率

阈值
失效概率/%

104 次 Mento
 

Carlo PSRM PDEM 200次 Mento
 

Carlo

0.935 0.80 0.71 3.24 1.00

0.945 0.67 0.56 3.29 1.00

0.955 0.53 0.41 3.25 1.00

相对误差 16.98 402.68 53.45
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3.3 Van
 

der
 

Pol振子

Van
 

der
 

Pol振子是非线性系统的经典模型之一,
 

它起源于范德波尔对电子电路中三极管的振荡效应

的研究[26].
 

这一模型在物理学、
 

生物学、
 

神经学甚至经济学中,
 

都有着广泛的应用[27-28].
 

设一维Van
 

der
 

Pol方程为

X
¨
-(1-X2)X

·
+X =θ·cos(1.1t) (19)

初始条件为

X(0)=0   X
·
(0)=1 (20)

使用PSRM分解Van
 

der
 

pol振子的物理系统(图9),
 

叠加各个物理系统的概率密度函数得到图10.

图9 Van
 

der
 

pol振子在各物理系统下的概率密度函数 图10 Van
 

der
 

pol振子各物理系统的概率密度函数叠加

  随机变量θ在区间[0.1,
 

5]均匀分布.
 

用104 次 Monte
 

Carlo模拟与本文提出的相空间重构法进行比

较(图11),
 

可以看出,
 

本文所提出的PSRM与精确解的吻合程度较好.
 

图12给出了代表点个数相同(200
个)的情况下,

 

使用 Monte
 

Carlo模拟、
 

PDEM和
 

PSRM在典型时刻(t=20)响应的概率密度函数.
 

由表3
失效概率数据可以看出,

 

相比传统的PDEM,
 

PSRM使用较少的代表点个数即可获得较高的计算精度.

图11 Van
 

der
 

Pol振子PSRM与

10
 

000次 Mento
 

Carlo比较

图12 Van
 

der
 

pol振子PSRM与

200次 Mento
 

Carlo及PDEM比较

表3 Van
 

der
 

pol振子在4种方法中不同阈值下的失效概率

阈值
失效概率/%

104 次 Mento
 

Carlo PSRM PDEM 200次 Mento
 

Carlo

1.80 9.50 10.16 6.06 8.92

1.85 7.46 7.62 4.22 7.92

1.90 5.40 4.77 2.25 6.25

相对误差 6.92 45.98 9.39
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3.4 Duffing振子

Duffing振子是一个典型的非线性振动系统,
 

尽管是从简单物理模型中得出来的非线性振动模型,
 

但

是其模型具有代表性.
 

工程实际中的许多非线性振动问题的数学模型都可以转化为该方程来研究,
 

如脑电

识别[29]、
 

机械臂振动控制[30]、
 

微弱信号检测[31]等,
 

Duffing系统也非常广泛地被应用到实际工程中,
 

例如

尖锐碰摩转子的故障检测、
 

微弱周期信号检测、
 

电力系统周期振荡分析、
 

周期电路系统的模拟与控制

等[32-34].
 

设一维Duffing方程为

X
¨
-a2(X -X3)=0 (21)

初始条件为

X(0)=1   X
·
(0)=1 (22)

用PSRM分解Duffing振子的14个物理系统,
 

得到各物理系统的概率密度函数(图13),
 

并叠加各系统的

概率密度函数(图14).

图13 Duffing振子在各物理系统下的概率密度函数 图14 Duffing振子各物理系统的概率密度叠加函数

  随机变量a 在区间[0.1,
 

5]均匀分布.
 

用 Monte
 

Carlo模拟与本文提出的相空间重构法进行比较(图

15),
 

可以看出本文所提出的PSRM与精确解的吻合程度较好.
 

图16给出了代表点个数相同(600个)的情

况下,
 

使用Monte
 

Carlo模拟、
 

PDEM和
 

PSRM在典型时刻(t=20)响应的概率密度函数.
 

由表4失效概率

数据可以看出,
 

相比传统的PDEM,
 

PSRM使用较少的代表点个数即可获得较高的计算精度.

图15 Duffing振子PSRM与

10
 

000次 Mento
 

Carlo比较

图16 Duffing振子PSRM与

600次 Mento
 

Carlo及PDEM比较
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表4 Duffing方程在4种方法中不同阈值下的失效概率

阈值
失效概率/%

105 次 Mento
 

Carlo PSRM PDEM 600次 Mento
 

Carlo

2.45 1.02 0.95 0.86 1.16

2.60 0.90 0.89 0.68 0.83

2.75 0.75 0.61 0.58 0.83

相对误差 9.28 20.68 10.90

4 总结

广义概率密度演化方程作为求解随机动力系统的一种通用方法,
 

近年来获得了广泛的关注.
 

传统的广

义概率密度演化方程数值算法,
 

往往需要提前对概率空间进行剖分,
 

通过获取广义概率密度演化方法的点

演化方程来求解.
 

本文通过深入研究广义概率密度演化理论的物理机制,
 

对代表物理系统的相轨迹进行分

解,
 

然后对分解后的广义概率密度演化方程分别进行求解,
 

叠加后即可得到原非线性系统的概率密度解.
 

相比于传统的数值求解方法,
 

本方法不需要求解代表点的赋得概率,
 

且所需的代表点个数较少.
 

最后,
 

通

过4个数值算例,
 

证明了该方法可以有效地计算强非线性系统随机响应.
本文结果不仅可以作为求解广义概率密度演化方程的一种半解析方法,

 

同时也证明了广义概率密度演

化方程既可以从概率空间剖分角度进行求解,
 

也可以从物理系统分解角度进行求解,
 

有助于进一步深入研

究和剖析随机动力系统中随机性与非线性的耦合机制.
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