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摘要:建立了一个 Wolbachia在蚊子种群中的传播模型,
 

并考虑蚊子种群的成熟时滞,
 

主要研究时滞对 Wolbachia
传播的影响.

 

首先,
 

通过理论分析发现零解是不稳定的;
 

其次,
 

理论分析了常数时滞对模型动力学行为的影响,
 

发

现 Wolbachia会完全入侵蚊子种群;
 

最后,
 

通过数值模拟讨论了周期时滞对模型动力学行为的影响,
 

发现 Wolba-

chia部分替代周期解和完全替代周期解都有可能存在,
 

与出生率和历史值有关.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

propagation
 

model
 

of
 

Wolbachia
 

in
 

mosquito
 

population
 

is
 

established.
 

The
 

mat-
uration

 

delay
 

of
 

mosquito
 

population
 

is
 

considered,
 

and
 

the
 

influence
 

of
 

delay
 

on
 

Wolbachia
 

propagation
 

is
 

mainly
 

studied.
 

Firstly,
 

theoretical
 

analysis
 

revealed
 

that
 

the
 

zero
 

solution
 

is
 

unstable.
 

Secondly,
 

analy-
zing

 

the
 

influence
 

of
 

constant
 

delay
 

on
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

the
 

model
 

indicated
 

that
 

Wolbachia
 

could
 

completely
 

invade
 

the
 

mosquito
 

population.
 

Finally,
 

the
 

influence
 

of
 

periodic
 

delay
 

on
 

the
 

dynamic
 

behav-
ior

 

of
 

the
 

model
 

is
 

discussed
 

by
 

numerical
 

simulation.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

both
 

partial
 

and
 

complete
 

alternative
 

periodic
 

solutions
 

of
 

Wolbachia
 

are
 

possible,
 

which
 

are
 

related
 

to
 

birth
 

rate
 

and
 

historical
 

value.
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蚊子是世界上最致命的动物之一,
 

由其传播的疾病每年导致数百万人死亡[1].
 

因此,
 

持续的蚊虫控制

工作对于预防这些疾病的爆发非常重要.
Wolbachia是一种革兰氏阴性菌,

 

是世界上分布最为广泛的共生菌,
 

并且可以人工植入埃及伊蚊体

内[2].
 

研究发现 Wolbachia可以抑制登革热病毒在蚊子体内的复制并且可以降低病毒的传染性[3],
 

故使用

Wolbachia控制蚊媒传染病的传播备受关注.
 

Wolbachia对蚊子的繁殖影响主要有:
 

垂直传播和细胞质分离

(CI),
 

即携带 Wolbachia的雌性的下一代也会携带此种菌,
 

正常雌性与携带 Wolbachia的雄性的下一代会

因细胞质分离而死亡.
近年来,

 

许多文献利用数学模型研究了 Wolbachia在蚊虫种群中的传播.
 

文献[4]提出并分析了 Wol-
bachia感染蚊子种群与未感染蚊子种群之间的基本竞争模型,

 

然后,
 

利用反馈控制技术设计了 Wolbachia
的引入方案.

 

文献[5-7]分别建立了具有脉冲一般出生和死亡率函数的脉冲模型、
 

具有脉冲出生和投放的性

别结构和状态依赖脉冲的综合控制模型,
 

对使用 Wolbachia控制蚊媒传染病的各种控制策略进行了研究.
 

文献[8]考虑了环境的异质性,
 

建立了两种机制随机切换的数学模型.
 

研究发现:
 

在均匀环境中维持的

Wolbachia的初始状态在异质环境中会灭绝,
 

频繁的环境转换有利于 Wolbachia的传播.
 

此外,
 

文献[9-11]
等都讨论了宿主、

 

媒介和疾病之间的相互作用.
本文将建立具有成熟时滞的蚊子种群模型,

 

通过理论分析和数值模拟讨论时滞对 Wolbachia传播的影响.

1 模型建立

文献[12]建立了如下数学模型描述 Wolbachia在蚊子种群中的传播:
 

I'(t)=βb
 

I(t)-(d+D)(I(t)+U(t))I(t)

U'(t)=(1-β)
 

b
 

I(t)+b1- q
 

I(t)
I(t)+U(t)  U(t)-(d+D)(I(t)+U(t))U(t)







 (1)

其中:
 

I(t)表示被 Wolbachia感染的蚊子数量,
 

U(t)表示未被 Wolbachia感染的蚊子数量;
 

β∈[0,
 

1]是
垂直传播的可能性;

 

q∈[0,
 

1]是CI影响的可能性;
 

b>0是出生率;
 

d>0是死亡率;
 

D ≥0是适合度损

失.
 

模型(1)考虑了Wolbachia的垂直传播和CI两种影响,
 

由文献[3]可知,
 

对于某种特定的Wolbachia菌

株,
 

其垂直传播率和CI影响发生的可能性都近似接近1,
 

也即,
 

如果雌性蚊子感染了Wolbachia,
 

其后代也

会感染;
 

正常雌性蚊子与感染雄性蚊子的后代会因为发生CI而死亡.
 

所以,
 

我们假设β=1,
 

q=1,
 

并忽略

掉适合度的影响(D=0).
 

蚊子的一生有4个阶段(卵、
 

幼虫、
 

蛹、
 

成虫),
 

从卵到成虫大约需要14~21
 

d,
 

雌

性蚊子的寿命约3个月,
 

故蚊子的成熟时间不能被忽略,
 

此因素可用成熟时滞描述.
 

而成熟时滞又受季节

性影响,
 

故考虑为周期时间依赖的时滞,
 

记为τ(t).
 

根据文献[13]的方法,
 

将τ(t)引入模型(1)中得到如

下模型:

I'(t)=(1-τ'(t))e-δτ(t)bI(t-τ(t))-d(I(t)+U(t))I(t)

U'(t)=(1-τ'(t))e-δτ(t) bU2(t-τ(t))
I(t-τ(t))+U(t-τ(t))-d(I(t)+U(t))U(t)







 t≥0

I(t)=μ(t)>0
U(t)=ν(t)>0 -τ≤t≤0,

 














(2)

其中:
 

δ为幼年蚊子的死亡率,
 

e-δτ(t)是幼年蚊子成熟的可能性.
 

τ(t)是[0,
 

+∞)上的非负、
 

有界且连续可

微的ω-周期函数,
 

满足0≤τ(t)≤τ,
 

常数τ=sup
t≥0
{τ(t)},

 

τ≥0;
 

μ(t)和ν(t)是关于t∈[-τ,
 

0]的正

连续函数.

2 解的适定性与平凡解

首先引入如下定义:
 

令χ:
 

=C([-τ,
 

0],
 

R2),
 

且具有最大模.
 

如果函数x(·)∈C([-τ,
 

∞],
 

R2),
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则xt∈χ可被定义为xt(θ)=x(t+θ),
 

∀θ∈[-τ,
 

0].
 

对任意ϕ∈χ,
 

定义f(t,
 

ϕ)=(f1(t,
 

ϕ),
 

f2(t,
 

ϕ)),
 

其中

f1(t,
 

ϕ)=(1-τ'(t))e-δτ(t)bϕ1(-τ(t))-d(ϕ1(0)+ϕ2(0))ϕ1(0)

f2(t,
 

ϕ)=(1-τ'(t))e-δτ(t) bϕ2
2(-τ(t))

ϕ1(-τ(t))+ϕ2(-τ(t))-d(ϕ1(0)+ϕ2(0))ϕ2(0)

因为τ(t)是ω-周期的,
 

故有f(t+ω,
 

ϕ)=f(t,
 

ϕ).
 

所以,
 

模型(2)是一个ω-周期泛函微分系统.
假设g(t)是一个连续的ω-周期函数,

 

令

g=max
t∈[0,

 

ω]
g(t)   g=min

t∈[0,
 

ω]
g(t)

则对于系统(2)解的适定性有如下结果.
引理1 对任意ϕ=(ϕ1,

 

ϕ2)∈χ+:
 

=C([-τ,
 

0],
 

R+
2),

 

系统(2)在[0,
 

∞)上有唯一的非负有界解

S(t,
 

ϕ)(S0=ϕ).
证  在χ+ 的每个紧子集上,

 

f(t,
 

ϕ)关于ϕ 是连续且Lipschitz的.
 

所以,
 

对任意ϕ∈χ+,
 

系统(2)
在其最大存在区间上有唯一的具有初值S0=ϕ 的解S(t,

 

ϕ).
定义bc =(1-τ'(t))e-δτ(t)b.

 

由系统(2)可知:

I'(t)=bcI(t-τ(t))-d(I(t)+U(t))I(t)

U'(t)=
bcU2(t-τ(t))

I(t-τ(t))+U(t-τ(t))-d(I(t)+U(t))U(t)

我们令

I'(t)=0
则有

I(t)+U(t)=
bc

d
易知

U'(t)≤
bcU2(t-τ(t))

I(t-τ(t))+U(t-τ(t))-dI(t)U(t):
 

=V'(t)

又令

V'(t)=0
并由

I(t)+U(t)=
bc

d
可得到

I(t)=U(t)=
bc

2d
再令

x* =(x*
1 ,

 

x*
2 ):

 

=
bc

2d
,

 bc

2d  
对任意给定的ρ≥1,

 

令

[0,
 

ρx*]χ:
 

={ϕ∈χ:
 

0≤ϕ(θ)≤ρx*,
 

∀θ∈ [-τ,
 

0]}

则[0,
 

ρx*]χ 是关于χ 的有序区间.
容易证明:

 

对任意ψ ∈ [0,
 

ρx*]χ(ψi(0)=0~ (ψi(0)=ρxi
*),

 

i=1,2)和t∈R,
 

有fi(t,
 

ψ)≥
0~(fi(t,

 

ψ)≤0).
 

进一步地,
 

[0,
 

ρx*]χ 对于系统(2)是正不变的.
 

通过选择任意大的ρ即可得到解关

于χ+ 的正性和有界性.
 

证毕.
定理1 系统(2)有一个种群灭绝平衡态(0,

 

0),
 

且是不稳定的.
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证  (0,
 

0)的存在性容易得到,
 

此略去.
 

定义Y(t)=(I(t),
 

U(t))为系统(2)的任意解,
 

且|Y(t)|=

I2(t)+U2
(t).

 

对于t∈[t0-τ,
 

t0],
 

Y(t)=Φ(t).
 

定义Φ(t)的范数为‖Φ‖=sup{|Φ(t)|:
 

t0-τ≤t≤t0}.
假设(0,

 

0)是稳定的.
 

则对任意ε>0,
 

存在δ=δ(t0,
 

ε)>0使得|Y(t)|<ε对于任意的t≥t0 和

Φ(t)(‖Φ‖≤δ)成立.
 

令Y(t)是系统(2)满足I0=
 

inf{I(t):
 

t0-τ≤t≤t0}>0的解,
 

则I0≤δ.
 

下

一步,
 

我们将证明I(t)>
I0
2

对所有的t≥t0 成立.

假设对任意t≥t0,
 

I(t)>
I0
2

不成立.
 

则存在一个t1>t0 使得对于t∈[t0-τ,
 

t1)有I(t)>
I0
2

和

I(t1)=
I0
2.

 

所以,
 

I'(t1)≤0.
 

由系统(2)的第一个方程知:

I'(t1)=(1-τ'(t1))e
-δτ(t1)bI(t1-τ(t1))-d(I(t1)+U(t1))I(t1)

由于|Y(t)|<ε,
 

则有I(t1)<ε和U(t1)<ε.
 

所以,

I'(t1)> (1-τ'(t1))e-δτbI(t1-τ(t1))-2dεI(t1)
我们取

ε=
(1-τ'(t1))e-δτb

3d
则有

I'(t1)> (1-τ'(t1))e-δτbI(t1-τ(t1))-
2
3I
(t1)  >0

故对任意的t≥t0,
 

有I(t)>
I0
2

成立,
 

矛盾.
 

所以(0,
 

0)是不稳定的.
 

证毕.

3 成熟时滞的影响

因为τ(t)∈[0,
 

τ],
 

所以,
 

我们首先分析常数时滞的情况.
 

令τ(t)=r,
 

系统(2)存在如下两个非平凡

平衡态(I*,
 

U*):

E1= 0,
 e-δrb
d     E2=

e-δrb
d
,

 

0  
下分析E1 和E2 稳定性,

 

将系统(2)在(I*,
 

U*)处线性化后可写为

x'(t)=Ax(t)+Bx(t-r) (3)
其中x(t)=(I(t),

 

U(t))T 且

A=
a11 a12

a21 a22     B=
b11 0

b21 b22  
这里

a11=-d(2I* +U*)   a12=-dI*   a21=-dU*   a22=-d(I* +2U*)
且有

b11=e-δrb   b21=-
e-δrbU*2

(I* +U*)2   b22=e
-δrb1-

I*2

(I* +U*)2




 






假设系统(2)具有形如x(t)=ceλt(c≠0)的解,
 

则可得到系统(3)的特征方程如下:

0=det(λI-A-e-λrB)
展开得

λ2-(tr(A))λ+det(A)+e-2λrdet(B)+e-λr[det(a1|b2)+det(b1|a2)-(tr(B))λ]=0
其中:

 

a1,a2 分别为矩阵A 的第一列和第二列;
 

b1,b2 分别为矩阵B 的第一列和第二列.
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可以计算得到

tr(A)=-3d(I* +U*)   det(A)=2d2(I* +U*)2

tr(B)=e-δrb2-
I*2

(I* +U*)2




 




    det(B)=e-2δrb2 1-

I*2

(I* +U*)2




 





det(a1|b2)=-de-δrb(2I* +U*)1-
I*2

(I* +U*)2




 




det(b1|a2)=-e-δrbd (I* +2U*)+

I*U*2

(I* +U*)2




 






则在E1= 0,
 e-δrb
d  处,

 

特征方程为

(λ+be-δr -be-δre-λr)(λ+2be-δr -be-δre-λr)=0 (4)
由特征根的符号易知E1 是不稳定的.

在E2=
e-δrb
d
,

 

0  处,
 

特征方程为

(λ+e-δrb)(λ+2be-δr -be-δre-λr)=0 (5)
易知E2 是渐近稳定的.

综上可得如下结果:

定理2 在区域{(I,
 

U):
 

I,
 

U≥0}中,
 

当τ(t)=r时,
 

系统(2)有两个非平凡平衡态E1和E2,
 

且E1

是不稳定的,
 

E2 是局部渐近稳定的.
由定理2可知:

 

如果垂直传播是完全的,
 

Wolbachia最终将完全入侵蚊子种群.
 

图1a将系统(2)在有时

滞((μ(t),
 

ν(t))=(20,
 

100))和无时滞((I0,
 

U0)=(20,
 

100))两种情况下的动力学行为做了比较,
 

比较结

果见表1.
 

表1说明:
 

无时滞的ODE系统将高估蚊子总量,
 

这对蚊子种群的控制是不利的,
 

因此成熟时滞

对于蚊子种群的动力学行为有重要影响.
图1b将不同时滞对系统(2)动力学行为的影响做了对比.

 

可以看出:
 

时滞越小,
 

系统(2)解趋于稳

定的时间越短,
 

也即,
 

如果环境有利于蚊子的成熟,
 

Wolbachia完全入侵蚊子种群的速度会加快.
 

但从蚊

子总量看,
 

相比于大时滞,
 

小时滞会使环境中有更多的蚊子.
 

在实际中,
 

我们应该寻找平衡这两种互反

影响的方法.

参数取值为b=20,
 

d=0.07,
 

δ=0.1.

图1 时滞对系统(2)动力学行为的影响
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表1 图1a结果对比

解趋于稳定的速度 蚊子总量

有时滞 较慢 较少

无时滞 较快 较多

  当成熟时滞是周期函数τ(t)时,
 

我们将通过数值模拟讨论时滞对系统(2)动力学行为的影响.
 

根据广

州市的登革热数据,
 

拟合出成熟时滞表达式为:

τ(t)=
8Tmax
T(t)

其中

T(t)=(α-β)+2β
1
3+

1
3cos

2π(t-γ)
365    

0.5

并且

α=23.6   β=13   γ=196

参数取值为b=20,
 

d=0.07,
 

δ=0.1.

图2 不同历史值对系统(2)周期解的影响

  图2显示了不同历史值对系统(2)周期解

的影响.
 

可以看出:
 

(μ(t),
 

ν(t))=(20,
 

100)
时,

 

正常蚊子种群将会灭绝;
 

(μ(t),
 

ν(t))=
(10,

 

200)时,
 

正常蚊子种群与携带 Wolbachia
的蚊子种群共存,

 

并呈现周期波动.
 

从取值来

看,
 

当携带 Wolbachia的蚊子种群在历史值中

所占比例较大时,
 

Wolbachia会完全入侵野生

蚊子种群.
图3在图2历史值的基础上,

 

研究了不

同出生率对系统(2)周期解的影响.
 

图3a中

(μ(t),
 

ν(t))=(10,
 

200),
 

当b=20时两种

蚊子种群共存,
 

当b=40时正常蚊子种群灭

绝,
 

图3b中(μ(t),
 

ν(t))=(20,
 

100),
 

当

b=10时两种蚊子种群共存,
 

当b=20时正

常蚊子种群灭绝,
 

说明出生率越大,
 

越有利于 Wolbachia的传播.

参数值取为d=0.07,
 

δ=0.1.

图3 不同出生率对系统(2)周期解的影响
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4 结语

本文主要研究成熟时滞对 Wolbachia传播的影响.
 

研究发现:
 

①
 

对于常数时滞,
 

时滞越大越有利于疾

病的控制;
 

②
 

携带 Wolbachia的蚊子种群在历史值中所占比例越大,
 

越有利于 Wolbachia的传播;
 

③
 

蚊子

种群出生率越大,
 

越有利于 Wolbachia的传播.
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