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G-强跟踪性和利普希茨跟踪性的研究
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摘要:给出了G-强跟踪性和利普希茨跟踪性的定义,
 

分别在度量G-空间和无限乘积空间中研究了它们的动力学性

质,
 

得到如下结果:
 

在度量G-空间中对任意的正整数k≥2,
 

f具有G-强跟踪性当且仅当fk 具有G-强跟踪性;
 

在

无限乘积空间X 中移位映射σ具有利普希茨跟踪性.
 

这些结论丰富了度量G-空间和无限乘积空间中的相关理论.
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Abstract:
 

The
 

definitions
 

of
 

G-strong
 

shadowing
 

property
 

and
 

Lipschitz
 

shadowing
 

property
 

are
 

given,
 

and
 

their
 

dynamical
 

properties
 

are
 

respectively
 

studied
 

in
 

metric
 

G-space
 

and
 

infinite
 

product
 

space.
 

The
 

re-
sults

 

are
 

as
 

follows:
 

For
 

any
 

positive
 

integer
 

k≥2,
 

the
 

map
 

f
 

has
 

G-strong
 

shadowing
 

property
 

if
 

and
 

only
 

if
 

the
 

map
 

fk
 

has
 

G-strong
 

shadowing
 

property
 

in
 

metric
 

G-space;
 

The
 

shift
 

map
 

σ
 

has
 

Lipschitz
 

shado-
wing

 

property
 

in
 

infinite
 

product
 

space
 

X.
 

These
 

results
 

enrich
 

the
 

theory
 

of
 

metric
 

G-space
 

and
 

infinite
 

product
 

space.
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跟踪性是离散动力系统中十分重要的动力学性质,
 

已经成为非线性科学的主要课题之一,
 

在生物学、
 

信息学、
 

经济学等诸多领域都有着广泛的应用,
 

近年来很多学者对其进行了研究,
 

得到了很多有意义的研

究成果[1-13].
 

文献[1]证明了:
 

乘积映射具有极限跟踪性当且仅当每个分映射都具有极限跟踪性;
 

文献[2]
证明了:

 

在强一致收敛条件下序列跟踪性可以被遗传到极限函数;
 

文献[3]证明了:
 

度量G-空间中G-跟踪

性是拓扑共轭不变的.
 

本文在度量G-空间和无限乘积空间X 中研究了G-强跟踪性和利普希茨跟踪性的动

力学性质,
 

得到以下结果:
 

在度量G-空间中,
 

对任意的正整数k≥2,
 

f具有G-强跟踪性当且仅当fk 具有

G-强跟踪性;
 

在无限乘积空间X 中,
 

移位映射具有利普希茨跟踪性.
 

这些结果为它们在生物学、
 

信息学和

经济学等诸多领域的应用提供了理论依据和科学基础.

1 基本概念

定义1[3] 设(X,
 

d)是度量空间,
 

G 是拓扑群.
 

若映射φ:
 

G×X →X 满足:
(a)

 

对任意的x∈X,
 

有φ(e,
 

x)=x,
 

其中e为G 的单位元;
(b)

 

对任意的x∈X 以及g1,g2 ∈G,
 

有φ(g1,
 

φ(g2,
 

x))=φ(g1g2,
 

x).
则称(X,

 

G,
 

φ)是度量G-空间.
 

为了书写方便,
 

通常将φ(g,
 

x)简写为gx.
 

拓扑群的定义见文献[14].
定义2[15] 设(X,

 

d)是度量G-空间.
 

若对任意的x,y∈X 和g∈G,
 

有d(x,
 

y)=d(gx,
 

gy),
 

则

称度量d 对G 不变.
定义3[16] 设(X,

 

d)是度量G-空间,
 

f:
 

X →X 连续,
 

δ>0,
 

{xi}i≥0 是X 中的序列.
 

若存在

ti ∈G 使得∑
∞

i=0
d(tif(xi),

 

xi+1)<δ,
 

则称{xi}i≥0 是f 的(G,
 

δ)-强伪轨.

定义4[16] 设(X,
 

d)是度量G-空间,
 

f:
 

X →X 连续,
 

ε>0,
 

y∈X,
 

{xi}i≥0 是X 中的序列.
 

若

存在ti ∈G 使得∑
∞

i=0
d(fi(y),

 

tixi)<ε,
 

则称y(G,
 

ε)-强跟踪{xi}i≥0.

定义5[16] 设(X,
 

d)是度量G-空间,
 

f:
 

X →X 连续.
 

若对任意的ε>0,
 

存在δ>0,
 

使得当

{xi}i≥0 是X 中f的(G,
 

δ)-强伪轨时,
 

存在y∈X 使得y(G,
 

ε)-强跟踪{xi}i≥0,
 

则称f具有G-强跟踪性.

定义6[1] 设(X,
 

d)是紧致度量空间,
 

无限乘积空间X =∏
∞

i=0
Xi,

 

Xi=X(i≥0).
 

设

x=(x0,
 

x1,
 

x2,
 

…)∈X   y=(y0,
 

y1,
 

y2,
 

…)∈X
在X 上定义度量d

d(x,
 

y)=max
d(xi,

 

yi)
2i

:
 

i≥0  
在X 上定义移位映射σ

σ(x0,
 

x1,
 

x2,
 

…)=(x1,
 

x2,
 

x3,
 

…)

由文献[1]知(X,
 

d)是紧致度量空间,
 

σ:
 

X →X 是连续的.
定义7[17] 设(X,

 

d)是度量空间,
 

f:
 

X →X 连续,
 

δ>0,
 

{xi}i≥0 是X 中的序列.
 

若对任意的

i≥0,
 

有d(f(xi),
 

xi+1)<δ,
 

则称{xi}i≥0 是f 的δ-伪轨.
定义8[18]

 

 设(X,
 

d)是度量空间,
 

f:
 

X →X 连续,
 

ε>0,
 

y∈X,
 

{xi}i≥0 是X 中的序列.
 

若对

任意的i≥0,
 

有d(fi(y),
 

xi)<ε,
 

则称y
 

ε-跟踪{xi}i≥0.
定义9[18] 

 

设(X,
 

d)是度量空间,
 

f:
 

X →X 连续.
 

若存在常数L >0与δ0>0,
 

∀0<δ<δ0,
 

使得对f 的任意δ-伪轨{xi}∞i=0,
 

存在x∈X 使得x
 

Lδ-跟踪{xi}∞i=0,
 

则称f 具有利普希茨跟踪性.
定义10[18] 设(X,

 

d)是度量空间,
 

f:
 

X →X 连续.
 

若存在L >0,
 

∀x,y ∈X,
 

有d(f(x),
 

f(y))≤Ld(x,
 

y),
 

则称f 是利普希茨映射,
 

L 为f 的利普希茨常数.

2 主要定理

定理1 设(X,
 

d)是度量G-空间,
 

f:
 

X →X 等价,
 

L 为f 的利普希茨常数,
 

k≥2.
 

若度量d 对
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G 不变,
 

则f 具有G-强跟踪性当且仅当fk 具有G-强跟踪性.
证  充分性 设f具有G-强跟踪性,

 

则∀ε>0,
 

存在δ1>0,
 

当{xi}∞i=0是f的(G,
 

δ1)-强伪轨时,
 

存在x∈X,
 

x
 

(G,
 

ε)-强跟踪{xi}∞i=0.
 

设{ym}∞m=0 是fk 的(G,
 

δ1)-强伪轨,
 

取

xmk+j =fj(ym)   m ≥0,
 

0≤j<k
则{xi}∞i=0 是f 的(G,

 

δ1)-强伪轨.
 

故存在x∈X,
 

li ∈G,
 

使得

∑
∞

i=0
d(fi(x),

 

lixi)<ε

因此有

∑
∞

i=0
d(fki(x),

 

lkixki)<ε

即

∑
∞

i=0
d(fki(x),

 

lkiyi)<ε

因此fk 具有G-强跟踪性.
必要性  由于L 为f 的利普希茨常数,

 

故 ∀x,y∈X,
 

∀1≤i≤L,
 

有

d(fi(x),
 

fi(y))≤Lid(x,
 

y) (1)
下面分L ≥1和0<L <1两种情况来证明.

情形1 当L≥1时,
 

假设fk 具有G-强跟踪性,
 

则 ∀ε>0,
 

存在0<δ2<ε,
 

当{zi}∞i=0 是fk 的

(G,
 

δ2)-强伪轨时,
 

存在z∈X,
 

使得z
 

(G,
 

ε)-强跟踪{zi}∞i=0.
 

取δ3=
δ2
Lk.

 

设{xm}∞m=0是f的强(G,
 

δ3)-

伪轨,
 

则存在gm ∈G,
 

使得

∑
∞

m=0
d(gmf(xm),

 

xm+1)<δ3

对m ≥0,
 

取εm =d(gmf(xm),
 

xm+1)和ym =xmk,
 

则∑
∞

m=0
εm <δ3.

 

由f 等价,
 

且度量d 对G 不变,
 

结合

(1)式知,
 

∀m ≥0,
 

有

d(gmk+k-1gmk+k-2…gmk+1gmkfk(xmk),
 

x(m+1)k)≤
d(gmk+k-1gmk+k-2…gmk+1gmkfk(xmk),

 

gmk+k-1…gmk+1fk-1(xmk+1))+
d(gmk+k-1gmk+k-2…gmk+1fk-1(xmk+1),

 

gmk+k-1gmk+k-2…gmk+2fk-2(xmk+2))+
d(gmk+k-1gmk+k-2…gmk+2fk-2(xmk+2),

 

gmk+k-1gmk+k-2…gmk+3fk-3(xmk+3))+…+
d(gmk+k-1gmk+k-2f2(xmk+k-2),

 

gmk+k-1f(xmk+k-1))+d(gmk+k-1f(xmk+k-1),
 

x(m+1)k)≤
Lk-1εmk +Lk-2εmk+1+…+Lεmk+k-2+εmk+k-1 ≤

Lk-1(εmk +εmk+1+…+εmk+k-2+εmk+k-1)
故

∑
∞

m=0
d(gmk+k-1gmk+k-2…gmkfk(ym),

 

ym+1)≤

∑
∞

m=0
Lk-1(εmk +εmk+1+…+εmk+k-2+εmk+k-1)<Lk-1δ3 <δ2

因此{ym}∞m=0 是fk 的(G,
 

δ2)-强伪轨.
 

由fk 具有G-强跟踪性知,
 

存在z∈X,
 

tm ∈G,
 

使得

∑
∞

m=0
d(tmfmk(z),

 

ym)<ε

即

∑
∞

m=0
d(tmfmk(z),

 

xmk)<ε

∀m ≥0,
 

取ηm =d(tmfmk(z),
 

xmk),
 

则∑
∞

m=0
ηm <ε.

 

由三角不等式知,
 

对任意的m ≥0,
 

有
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d(gmktmfmk+1(z),
 

xmk+1)≤
d(gmktmfmk+1(z),

 

gmkf(xmk))+d(gmf(xmk),
 

xmk+1)≤Lηm +εmk

d(gmk+1gmktmfmk+2(z),
 

xmk+2)≤
d(gmk+1gmktmfmk+2(z),

 

gmk+1gmkf2(xmk))+
d(gmk+1gmkf2(xmk),

 

gmk+1f(xmk+1))+d(gmk+1f(xmk+1),
 

xmk+2)≤
L2ηm +Lεmk +εmk+1

继续下去可以得到

d(gmk+2gmk+1gmktmfmk+3(z),
 

xmk+3)≤L3ηm +L2εmk +Lεmk+1+εmk+2

……
d(gmk+k-3gmk+k-2…gmk+1gmktmfmk+k-2(z),

 

xmk+k-2)≤Lk-2ηm +Lk-3εmk +…+Lεmk+k-4+εmk+k-3

d(gmk+k-2…gmk+1gmktmfmk+k-1(z),
 

xmk+k-1)≤Lk-1ηm +Lk-2εmk +Lk-3εmk+1+…+Lεmk+k-3+εmk+k-2

故

d(tmfmk(z),
 

xmk)+∑
k-1

i=i
d(gmk+i-1gmk+i-2…gmk+1gmktmfmk+i(z),

 

xmk+i)<

k·Lkηm +kLk(εmk +εmk+1+…+εmk+k-2)
因此可以得到

∑
∞

m=0
d(tmfmk(z),

 

xmk)+∑
k-1

i=1
d(gmk+i-3gmk+i-2…gmktmfmk+i(z),

 

xmk+i)  <

∑
∞

m=0

{k·Lkηm +kLk(εmk +εmk+1+…+εmk+k-2)}<k(Lk +1)ε

因此对任意的m ≥0,
 

存在pm ∈G,
 

使得

∑
∞

m=0
d(pmfm(z),

 

xm)<k(Lk +1)ε

由度量d 对G 不变知

∑
∞

m=0
d(fm(z),

 

pm
-1xm)<k(Lk +1)ε

因此f 具有G-强跟踪性.
情形2 当0<L<1时,

 

假设fk 具有G-强跟踪性,
 

则 ∀ε>0,
 

存在0<δ4<ε,
 

当{zi}∞i=0 是fk

的(G,
 

δ4)-强伪轨时,
 

存在z∈X,
 

z
 

(G,
 

ε)-强跟踪{zi}∞i=0.
 

设{xm}∞m=0 是f的(G,
 

δ4)-强伪轨,
 

则存在

g'
m ∈G,

 

使得

∑
∞

m=0
d(g'

mf(xm),
 

xm+1)<δ4

对m ≥0,
 

取

ε'
m =d(g'

mf(xm),
 

xm+1)   ym =xmk

则

∑
∞

m=0
ε'

m <δ4

由f 等价,
 

且度量d 对G 不变,
 

结合(1)式知,
 

对任意的m ≥0,
 

有

d(g'
mk+k-1g'

mk+k-2…g'
mk+1g'

mkfk(xmk),
 

x(m+1)k)≤
d(g'

mk+k-1g'
mk+k-2…g'

mk+1g'
mkfk(xmk),

 

g'
mk+k-1…g'

mk+1fk-1(xmk+1))+
d(g'

mk+k-1g'
mk+k-2…g'

mk+1fk-1(xmk+1),
 

g'
mk+k-1g'

mk+k-2…g'
mk+2fk-2(xmk+2))+

d(g'
mk+k-1g'

mk+k-2…g'
mk+2fk-2(xmk+2),

 

g'
mk+k-1g'

mk+k-2…g'
mk+3fk-3(xmk+3))+…+

d(g'
mk+k-1g'

mk+k-2f2(xmk+k-2),
 

g'
mk+k-1f(xmk+k-1))+d(g'

mk+k-1f(xmk+k-1),
 

x(m+1)k)≤
Lk-1ε'

mk +Lk-2ε'
mk+1+…+Lε'

mk+k-2+ε'
mk+k-1 <

Lk-1(ε'
mk +ε'

mk+1+…+ε'
mk+k-2+ε'

mk+k-1)
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故

∑
∞

m=0
d(g'

mk+k-1g'
mk+k-2…g'

mkfk(ym),
 

ym+1)<∑
∞

m=0

(ε'
mk +ε'

mk+1+…+ε'
mk+k-2+ε'

mk+k-1)<δ4

因此{ym}∞m=0 是fk 的(G,
 

δ4)-强伪轨.
 

由fk 具有G-强跟踪性知,
 

存在z∈X,
 

t'
m ∈G,

 

使得

∑
∞

m=0
d(t'

mfmk(z),
 

ym)<ε

即

∑
∞

m=0
d(t'

mfmk(z),
 

xmk)<ε

对m ≥0,
 

取η'
m =d(t'

mfmk(z),
 

xmk),
 

则

∑
∞

m=0
η'

m <ε

由三角不等式知,
 

对任意的m ≥0,
 

有

d(g'
mkt'

mfmk+1(z),
 

xmk+1)≤
d(g'

mkt'
mfmk+1(z),

 

g'
mkf(xmk))+d(g'

mf(xmk),
 

xmk+1)≤Lη'
m +ε'

mk

d(g'
mk+1g'

mkt'
mfmk+2(z),

 

xmk+2)≤
d(g'

mk+1g'
mkt'

mfmk+2(z),
 

g'
mk+1g'

mkf2(xmk))+
d(g'

mk+1g'
mkf2(xmk),

 

g'
mk+1f(xmk+1))+d(g'

mk+1f(xmk+1),
 

xmk+2)≤
L2η'

m +Lε'
mk +ε'

mk+1

用同样的方法可以得到

d(g'
mk+2g'

mk+1g'
mkt'

mfmk+3(z),
 

xmk+3)≤L3η'
m +L2ε'

mk +Lε'
mk+1+ε'

mk+2

……
d(g'

mk+k-3g'
mk+k-2…g'

mk+1g'
mkt'

mfmk+k-2(z),
 

xmk+k-2)≤Lk-2η'
m +Lk-3ε'

mk +…+Lε'
mk+k-4+ε'

mk+k-3

d(g'
mk+k-2…g'

mk+1g'
mkt'

mfmk+k-1(z),
 

xmk+k-1)≤Lk-1η'
m +Lk-2ε'

mk +Lk-3ε'
mk+1+…+Lε'

mk+k-3+ε'
mk+k-2

故

d(t'
mfmk(z),

 

xmk)+∑
k-1

i=i
d(g'

mk+i-1g'
mk+i-2…g'

mk+1g'
mkt'

mfmk+i(z),
 

xmk+i)<

k·η'
m +k(ε'

mk +ε'
mk+1+…+ε'

mk+k-2)
因此可以得到

∑
∞

m=0
d(t'

mfmk(z),
 

xmk)+∑
k-1

i=1
d(g'

mk+i-3g'
mk+i-2…g'

mkt'
mfmk+i(z),

 

xmk+i)  <

∑
∞

m=0

(k·η'
m +k(ε'

mk +ε'
mk+1+…+ε'

mk+k-2))<2kε

因此存在p'
m ∈G,

 

使得

∑
∞

m=0
d(p'

mfm(z),
 

xm)<2kε

取l'
m =(p'

m)-1,
 

由度量d 对G 不变知

∑
∞

m=0
d(fm(z),

 

l'
mxm)<2kε

因此f 具有G-强跟踪性.
定理2 在无限乘积空间X 中,

 

移位映射σ:
 

X →X 具有利普希茨跟踪性.
证  取L0=2和ε0=1.

 

∀0<ε<ε0,
 

设{yi}i≥0 是X 中σ的ε-伪轨,
 

其中yi=(yi
0,

 

yi
1,

 

yi
2,

 

…).
 

故对任意的i≥0,
 

有

d(σ(yi),
 

yi+1)<ε
故对任意的k≥1和i≥0,

 

有
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d(yi
k,

 

yi+1
k-1)

2k-1 <ε

因此

d(yi
k,

 

yi+k
0 )<d(yi

k,
 

yi+1
k-1)+d(yi+1

k-1,
 

yi+2
k-2)+…+d(yi+k-1

1 ,
 

yi+k
0 )<

(2k-1+2k-2+…+20)<2kε
即对任意的k≥1和i≥0,

 

有

d(yi+k
0 ,

 

yi
k)

2k <ε

取y=(y0
0,

 

y1
0,

 

y2
0,

 

…)∈X,
 

则

d(σi(y),
 

yi)<ε<L0ε
因此移位映射σ具有利普希茨跟踪性.

3 总结

本文在度量G-空间和无限乘积空间中研究了G-强跟踪性和利普希茨跟踪性的动力学性质,
 

所得结果

为它们在生物学、
 

信息学和经济学等诸多领域的应用提供了理论依据和科学基础.
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